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Îëèìïèàäà 7 êëàññ

A B

27v 21v

12v

6v

23v 29v

7.1. Ýêñïåðèìåíòàòîð Ãëþê ïðîâîäèë îïûòû ñ íåçàêðåïëåí-
íûìè ðåéêàìè, èçìåðÿÿ ñêîðîñòè èõ äâèæåíèÿ â òî÷êàõ A è B
(äåëÿò ðåéêè íà òðè ðàâíûå ÷àñòè), êîòîðûå îí âûíåñ íà ðè-
ñóíêè. Îäíàêî îí çàáûë, ÷òî ìåæäó ðåéêàìè áûëè ïðîêèíóòû
âåðòèêàëüíûå íèòè. Ê ñîæàëåíèþ Ãëþê çàáûë è êîëè÷åñòâî
ýòèõ íèòåé è èõ ðàñïîëîæåíèå. Ìåæäó êàêèìè èç ðååê ìîã-
ëè áûòü ïðîêèíóòû ýòè íèòè è íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ëåâîãî
êðàÿ ðååê? Äëèíû ðååê îäèíàêîâû è ðàâíû 36 ì. Äëèíà íèòåé
ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó ðåéêàìè.

7.2. Ó÷åíèêàì ËÎØ íàñêó÷èëè îáû÷íûå ïðàêè è îíè ðåøèëè íà÷àòü èçó÷àòü ýô-
ôåêò Çååáåêà. Äëÿ ýòîãî îíè âçÿëè äâå îäíîðîäíûå ïðîâîëî÷êè ðàçíîé äëèíû è
ïëîòíîñòè, íî îäèíàêîãî ñå÷åíèÿ, è ñïàÿëè èõ êîíöû (ñì. ðèñ. 1). Äàëåå áóäóùèå
ó÷åíûå íàøëè îäíîðîäíóþ ïàëêó, ìàññîé êîòîðîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è äâà óïîðà.
Ïàëêó ïîñòàâèëè íà óïîðû òàê, ÷òî ðàññòîÿíèÿ îò óïîðîâ äî áëèæàéøèõ ê íèì
êîíöîâ ïàëêè îäèíàêîâî è ðàâíî a (èíûìè ñëîâàìè, âñå ïîñòàâèëè ñèììåòðè÷íî).
Ðàññòîÿíèå ìåæäó óïîðàìè l. Âåëè÷èíû l è a çàâåäîìî áîëüøå äëèíû ïðîâîëîêè.
Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè ïðîâîëîêó ïîñòàâèòü øâîì ðîâíî íàä ëåâîé îïîðîé è íà ëåâûé
êðàé ïîñòàâèòü øàðèê ìàññû áîëüøå m1 (ñì. ðèñ. 2à), òî ïàëêà óïàäåò, à ïðè ëþáîé
ìåíüøåé ìàññå ïàëêà áóäåò â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ. À åñëè ïîñòàâèòü íà ïðàâûé
êðàé øàðèê ìàññû áîëüøå m2, ïàëêà òàêæå óïàäåò (ñì. ðèñ.2á), è òàêæå áóäåò â
ðàâíîâåñèè ïðè ëþáîé ìåíüøåé ìàññå øàðèêà. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîòíîñòè ëå-
âîãî îäíîðîãî êóñêà ïðîâîëîêè ê ïëîòíîñòè ïðàâîãî îäíîðîäíîãî êóñêà, åñëè äëÿ
ïðîâîëîêè îäíîâðåìåííî èçâåñòíî:

1. äëèíà å¼ ïðàâîãî îäíîðîäíîãî êóñêà îòíîñèòñÿ ê äëèíå ëåâîãî êàê 1
n
< 1;

2. ìàññà îäíîãî îäíîðîäíîãî êóñêà íà △M > 0 áîëüøå, ÷åì äðóãîãî.

L0

ρ1 ρ2

øîâ

Ðèñ. 1

m1

a al

Ðèñ. 2à

m2

a al

Ðèñ. 2á

7.3. Ýêñïåðèìåíòàòîð Ëàã âçÿë òðè ñîîáùàþùèõñÿ ñîñóäà îäèíàêîâîé âûñîòû, çà-
ïîëíåííûõ äî ñåðåäèíû æèäêîñòüþ ïëîòíîñòüþ ρ0. Èõ ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
îòíîñÿòñÿ äðóã ê äðóãó êàê 1 : 2 : 4. Çàòåì îí íà÷àë ïîñëåäîâàòåëüíî êàæäîå êîëåíî
çàïîëíÿòü æèäêîñòüþ ïëîòíîñòüþ ρ < ρ0 äî ñàìîé âåðõóøêè äî òåõ ïîð, ïîêà âñå
êîëåíà íå áóäóò çàïîëíåíû. Ïîñëå ýòîãî îí âçÿë äðóãèå òàêèå æå òðè ñîîáùàþùèõ-
ñÿ ñîñóäà è ïîâòîðèë ñâîè äåéñòâèÿ, íî çàïîëíÿë êîëåíà æèäêîñòüþ ïëîòíîñòüþ ρ
â äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàê îí ïðîâ¼ë ñåðèþ ýêñïåðèìåíòîâ, ïåðåïðîáîâàâ
âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàïîëíåíèÿ êîëåí. Ïðè êàêîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè çàïîëíåíèÿ îáú¼ì ñëèòîé æèäêîñòè áóäåò ìàêñèìàëåí? Ïðè êàêîé
ìèíèìàëåí? Íàéòè îòíîøåíèå Vmax/Vmin, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé
ρ0/ρ = 17. Ïðèìå÷àíèå. Ïðè ìàëûõ x ≪ 1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå 1/(1−x) ≈ 1+x.
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7.4. Ýêñïåðèìåíòàòîð Ãëþê ðåøèë èññëåäîâàòü çàêîí
ñâîåãî äðóãà Ãóêà. Äëÿ ýòîãî îí âçÿë ïðÿìîóãîëüíûé
ïàðàëëåëåïèïåä, â îñíîâàíèè êîòîðîãî êâàäðàò ñî ñòî-
ðîíîé a = 4 ñì, øêîëüíûé äèíàìîìåòð ñ æ¼ñòêîñòüþ
ïðóæèíû k = 50 Í/ì è ñîñóä ñ âîäîé. Ñòåíêè ñîñóäà
âåðòèêàëüíûå. Ó Ãóêà áûë ïëàí è îí åãî ïðèäåðæèâàë-
ñÿ: ñíà÷àëà îí ïîäâåñèë ïàðàëëåëåïèïåä ê äèíàìîìåòðó
òàê, ÷òî íèæíÿÿ ãðàíü ïàðàëëåëåïèïåäà êàñàëàñü æèä-
êîñòè. Äàëåå îí ñòàë îïóñêàòü äèíàìîìåòð, äåðæàñü çà
åãî êîðïóñ. Ïðè ýòîì îí ñíèìàë çàâèñèìîñòü ïîêàçàíèé
äèíàìîìåòðà îò åãî ïåðåìåùåíèÿ. Ðåçóëüòàòû èçìåðå-
íèé îí çàí¼ñ â òàáëèöó.

x, ñì 0 1,4 2,7 4,3 5,5 7,0 8,2 10,0 14,0 15,1

F , Í 4 3,8 3,6 3,4 3,2 3,0 2,8 2,6 2,0 2,0

1. Ïîëó÷èòå çàâèñèìîñòü ïåðåìåùåíèÿ ïàðàëëåëåïè-
ïåäà y îò ïåðåìåùåíèÿ êîðïóñà äèíàìîìåòðà x è
åãî ïîêàçàíèé F .

2. Ïîñòðîéòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïîêàçàíèé äèíàìîìåòðà F îò ïåðåìåùåíèÿ ïà-
ðàëëåïèïåäà y.

3. Ñ ïîìîùüþ ãðàôèêà îïðåäåëèòå ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñîñóäà S.

4. Îïðåäåëèòå âûñîòó H è ïëîòíîñòü ρ ïàðàëëåëåïèïåäà.

5. Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíîå èçìåíåíèå óðîâíÿ âîäû â ñîñóäå ∆hmax.

Çàìå÷àíèå. Â ðåøåíèè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âñå äàííûå èç òàáëèöû. Çà îöåíêó
ïî îäíîé òî÷êå ïîëíûé áàëë çà çàäà÷ó íå ñòàâèòñÿ.
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Ðåøåíèÿ 7 êëàññ

7.1 Òàê êàê íèòè íåðàñòÿæèìû, òî èìè ìîæíî ñîåäèíèòü òîëüêî òå òî÷êè ðååê,
êîòîðûå äâèæóòñÿ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ èëè ïðèáëèæàþòñÿ äðóã ê äðóãó. Íàéä¼ì
òàêèå òî÷êè.

Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííûå ñêîðîñòè íàïðàâëåíû ïåðïåíäèêóëÿðíî ðåéêàì, ïîýòîìó òî
æå áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ òî÷åê (òàê êàê ýòî, ïî ñóòè, æ¼ñòêèé
ñòåðæåíü), à ñêîðîñòè áóäóò çàâèñåòü ëèíåéíî îò êîîðäèíàòû íà ðåéêå. Ïðåäñòàâèì
ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé, ïðîâåäÿ ïðÿìóþ ÷åðåç êîíöû îòðåçêîâ, îáîçíà÷àþùèõ íà-
ïðàâëåíèå ñêîðîñòè è èõ âåëè÷èíó (äëèíà îòðåçêà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå ñêî-
ðîñòè). Ïîñòðîèì ýòè ïðÿìûå â êîîðäèíàòàõ (¾ðàññòîÿíèå îò ëåâîãî êîíöà ðåéêè¿,
¾ñêîðîñòü¿).

Íàïîìèíàíèå: íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé y = kx + b ïî äâóì èçâåñòíûì òî÷êàì
(x1, y1), (x2, y2) ìîæíî, ðåøèâ ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

{
y1 = kx1 + b,

y2 = kx2 + b,
=⇒


k =

y2 − y1
x2 − x1

,

b =
y1x2 − y2x1

x2 − x1

.
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Ïîñ÷èòàåì êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ äëÿ êàæäîé ðåéêè:

k1 = 18, b1 = −33,

k2 = −54, b2 = 30,

k3 = −18, b3 = −17.

Çàòåì âû÷èñëèì àáñöèññû òî÷åê èõ ïåðåcå÷åíèÿ ñ y = 0 è äðóã ñ äðóãîì.

x10 =
11

6
, x20 =

5

9
, x30 = −17

18
,

x12 =
7

8
, x13 =

4

9
, x23 =

47

36
.

Ãðàôèê äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ñõåìàòè÷åñêè. Èç íåãî äåëàåì âûâîäû î òîì, ÷òî íà
ïåðâîé è âòîðîé ðåéêàõ ñáëèæàþòñÿ òî÷êè l12 ∈

[
0; 7

8

]
, íà ïåðâîé è òðåòüåé � òî÷êè

l13 ∈
[
0; 4

9

]
. Òàê êàê àáñöèññà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âòîðîé è òðåòüåé ïðÿìûõ áîëüøå

åäèíèöû, òî âñå òî÷êè òðåòüåé ðåéêè óäàëÿþòñÿ îò òî÷åê âòîðîé. Çàïèøåì îòâåò
ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ïîëíàÿ äëèíà ðååê ðàâíà 36 ì. Âåðòèêàëüíûìè íèòÿìè ìîæíî
ñîåäèíèòü 1 è 2 ðåéêè â òî÷êàõ l12 ∈ [0; 31,5], 1 è 3 â òî÷êàõ l13 ∈ [0; 16]. 2 è 3 ðåéêè
ñîåäèíÿòü íåëüçÿ.

µ1g µ2g

2x1 2x2

7.2 Ïî óñëîâèþ, åñëè íà ëåâûé êðàé ïîñòàâèòü øà-
ðèê ìàññû áîëüøå m1, òî ïàëêà óïàäåò, à ïðè ëþáîé
ìåíüøåé ìàññå ïàëêà áóäåò â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ. Èç
ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â ïåðâîì ñîñòîÿíèè,
êîãäà ìû ïîñòàâèì øàðèê ìàññîé m1, ñèëà ðåàêöèè
ïðàâîé îïîðû áóäåò ðàâíà 0 è ñóììàðíûé ìîìåíò ñèë
îòíîñèòåëüíî ëåâîé îïîðû áóäåò ðàâåí 0.

Âî âòîðîì ñîñòîÿíèè ïðè ìàññå øàðèêà m2, ñèëà ðåàê-
öèè ëåâîé îïîðû áóäåò ðàâíà 0 è ñóììàðíûé ìîìåíò ñèë îòíîñèòåëüíî ïðàâîé îïîðû
ðàâåí 0.

Ïóñòü ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðîâîëîêè ðàâíà S, äëèíà ëåâîé ÷àñòè ðàâíà
l1 = 2x1, à ïëîòíîñòü ρ1, à ïðàâîé ÷àñòè: l2 = 2x2 è ρ2. Îáîçíà÷èì ìàññó ëåâîé ÷àñòè
ïðîâîëîêè çà µ1, ïðàâîé ÷àñòè çà µ2. Òîãäà µ1 = 2ρ1x1S è µ2 = 2ρ2x2S.

Òîãäà çàïèñûâàÿ ïðàâèëà ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ëåâîé îïîðû â ïåðâîì ñëó÷àå è
îòíîñèòåëüíî ïðàâîé âî âòîðîì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì:

Mðåç = µ1x1 − µ2x2 +m1ga = 0, (1)

Mðåç = µ1(l + x1) + µ2(l − x2)−m2ga = 0. (2)

Èç óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî çàìåòèòü: ÷òîáû ïàëî÷êà ïåðåâîðà÷èâàëàñü ðàâíîâåñíî,
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìàññà ïðàâîé ÷àñòè ïðîâîëîêè áûëà áîëüøå, ÷åì ìàññà ëåâîé
÷àñòè, èíà÷å ñóììàðíûé ìîìåíò íå ñìîæåò îáíóëèòüñÿ. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü:

µ2 = µ1 +∆M.

Âû÷òåì èç óðàâíåíèÿ (2) óðàâíåíèå (1), ïîëó÷èì:
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µ1 + µ2 =
a(m1 +m2)

l
. (3)

Òîãäà ñðàçó ïîëó÷àåì èñêîìûå çíà÷åíèÿ ìàññ:

µ1 =
a(m1 +m2)

2l
− ∆M

2
, µ2 =

a(m1 +m2)

2l
+

∆M

2
. (4)

Çàïèøåì òåïåðü èõ îòíîøåíèå:

µ1

µ2

=
2ρ1x1S

2ρ2x2S
=

ρ1l1
ρ2l2

=
ρ1
nρ2

=
a(m1 +m2)−∆Ml

a(m1 +m2) + ∆Ml
,

îòêóäà è âûðàçèì çíà÷åíèå äëÿ ïëîòíîñòåé

ρ1
ρ2

= n · a(m1 +m2)−∆Ml

a(m1 +m2) + ∆Ml
.

7.3 Ðåøèì çàäà÷ó â îáùåì âèäå. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âëèâàòü æèäêîñòü ïëîòíî-
ñòüþ ρ â ñîñóäû S1, S2, S3.

Ïðè ïåðâîì âëèâàíèè â ñîñóä S1 æèäêîñòü ñ ïëîòíîñòüþ ρ0 = 17ρ íå âûëèâàåòñÿ.
Íàéä¼ì âûñîòó âëèòîãî ñòîëáà èç âûðàæåíèé äëÿ çàêîíà Ïàñêàëÿ è ñîõðàíåíèÿ
îáú¼ìà æèäêîñòè:pA − p0 = ρgh1 + ρ0(H − h1) = ρ0gh,

H

2
(S1 + S2 + S3) = (H − h1)S1 + h(S2 + S3),

=⇒ h1 =
ρ0(S1 + S2 + S3)H

2ρ0(S1 + S2 + S3)− ρ(S2 + S3)
.

Äàëåå âëèâàåì æèäêîñòü â ñîñóä S2:pB − p0 = ρgh2 + ρ0g(H − h2) = ρ0gh3,

H

2
(S1 + S2 + S3) = (H − h2)(S1 + S2) + h3S3,

=⇒ h2 =
ρ0(S1 + S2 + S3)H

2ρ0(S1 + S2 + S3)− ρS3

.

Îáú¼ì âûëèòîé æèäêîñòè:

V âûë = S1

(
h1 −

H

2

)
+ S2

(
h2 −

H

2

)
=

H

2

(
S1

αSΣ

S2+S3
− 1

+
S2

αSΣ

S3
− 1

)
,

ãäå SΣ = S1 + S2 + S3, α = ρ0/ρ = 17. Ïåðåïèøåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â íåìíîãî
äðóãîì âèäå:

V âûë =
H

2

(
S1

αSΣ

S2+S3

· 1

1− S2+S3

αSΣ

+
S2

αSΣ

S3

· 1

1− S3

αSΣ

)
.

Äðîáè (S2+S3)/(αSΣ) è S3/(αSΣ) íà ïîðÿäîê (òî åñòü êàê ìèíèìóì â 10 ðàç) ìåíüøå
åäèíèöû, ïîýòîìó ìîæåì ïðèìåíèòü ôîðìóëó 1/(1− x) ≈ 1 + x, (x ≪ 1):

V âûë =
H

2

(
S1

αSΣ

S2+S3

·
(
1 +

S2 + S3

αSΣ

)
+

S2

αSΣ

S3

·
(
1 +

S3

αSΣ

))
=

=
H

2

(S1(S2 + S3)

αSΣ

+ S1 ·
(S2 + S3

αSΣ

)2
+

S2S3

αSΣ

+ S2

( S3

αSΣ

)2)
=

=
H

2

(S1S2 + S1S3 + S2S3

αSΣ

+ S1 ·
(S2 + S3

αSΣ

)2
+ S2

( S3

αSΣ

)2)
.
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå (íóëåâîé ïîðÿäîê ðàçëîæåíèÿ äðîáè ïî x) â ñêîáêàõ íå çàâèñèò îò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàëèâàíèÿ, çàâèñèìîñòü ïîÿâëÿåòñÿ â êâàäðàòè÷íûõ ñëàãàåìûõ
(ïåðâûé ïîðÿäîê ðàçëîæåíèÿ). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî îáú¼ìà çíà÷åíèå 4S
äîëæíî áûòü âíóòðè êâàäðàòà, ïîýòîìó S3 = 4S, S2 = 2S, S1 = S. Àíàëîãè÷íî, äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ìèíèìóìà áåð¼ì îáðàòíûé ïîðÿäîê. Ïîäñòàâëÿåì âåëè÷èíû â èñõîäíîå

âûðàæåíèå (à íå ïðèáëèæ¼ííîå!):

V âûë
min =

HS(49α− 9)

(7α− 3)(7α− 1)
,

V âûë
max =

HS(49α− 36)

(7α− 6)(7α− 4)
.

Òîãäà èñêîìîå îòíîøåíèå:

V âûë
max

V âûë
min

=
(49α− 36)(7α− 3)(7α− 1)

(49α− 9)(7α− 6)(7α− 4)
≈ 1,0188.

7.4 Çàïèøåì çàêîí Ãóêà:
F = k(∆y −∆x),

Ãäå (∆y −∆x) � èçìåíåíèå äëèíû ïðóæèíû Åñëè äèíàìîìåòð ïåðååäåò âíèç íà x,
à ãðóç åùå íà y, òî ïðóæèíà ðàñòÿíåòñÿ íà y − x

F = k(y − x)− k(y0 − x0).

Ãäå, y0 è x0 � íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ ãðóçà è áëîêà. Îáîçíà÷èì F0 = k(y0 − x0), à
çíà÷èò

F + F0 = k(y − x).

Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé
F0 = 4 Í.

Ñòðîèì òàáëèöó F (y)

x, ñì 0 1,4 2,7 4,3 5,5 7 8,2 10 14 15,1

F , Í 4 3,8 3,6 3,4 3,2 3 2,8 2,6 2 2

y, ñì 0 1,0 1,9 3,1 3,9 5 5,8 7,2 10 11,1

Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåìó âîïðîñó. Ïîëîùàäü ãðóçèêà Sãð = a2, îáúåì âûòåñíåííîé
æèäêîñòè ïðè åãî ïîãðóæåíèè (S � ïëîùàäü ñîñóäà, ∆h � èçìåíåíèå óðîâíÿ âîäû
â ñîñóäå) ðàâåí

Sãðy = (S − Sãð) ·∆h.

Èç óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ãðóçèêà

Fa = ρâgSãð(y +∆h) = mg − F,

îòêóäà

F = mg − ρâgSãð

(
y +

ySãð

S − Sãð

)
= mg − ρâgSãð

(
1 +

Sãð

S − Sãð

)
· y,
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ãäå ìíîæèòåëü ïåðåä y � ýòî óãëîâîé êîýôôèöèåíò íàêëîíà ãðàôèêà k = −0,2 Í/ì,
êîòîðûé ìû óæå çíàåì:

k = −ρgSãð

(
S

S − Sãð

)
.

Ïîäñòàâëÿåì ÷èñëà

20 = 103 · 10 · 16 · 10−4 · S

S − 16
,

îòêóäà è íàõîäèì ïëîùàäü äíà ñîñóäà

S = 80 ì2.

Ñîñóä îêàçàëñÿ ðàçìåðîì ñ áîëüøîé áàññåéí, à ïîòîìó èçìåíåíèåì óðîâíÿ æèäêîñòè
ïî ñðàâíåíèþ ñ ãëóáèíîé ïîãðóæåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

0 2 4 6 8 10 12 14
1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

3.2

3.4

3.6

3.8

4

4.2

y, ñì

F
,
Í

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïîêàçàíèé äèíàìîìåòðà F , îò ïåðåìåùåíèÿ y

Èñõîäíûå òî÷êè
k = −0.2 Í/ñì

9
Ïî ãðàôèêó F (y) îïðåäåëèì ymin � ìèíèìàëüíîå ñìåùåíèå ãðóçà ïðè êîòîðîì ïðó-
æèíà äàëüøå ðàñòÿãèâàòüñÿ íå áóäåò, ò. å.

F (ymin) = 2 Í, =⇒ ymin = 10 ñì.

Åñëè äàëüøå óâåëè÷èâàòü y � ïðè y ⩽ 10 ñì, òî ïðóæèíà íå áóäåò ñèëüíåå ðàñòÿ-
ãèâàòüñÿ ò. ê. ãðóçèê áóäåò ïîëíîñòüþ ïîãðóæåí â âîäó, à çíà÷èò, ÷òî âûñîòà ïàðàë-
ëåëåïèïåäà H áóäåò ðàâíà ñìåùåíèþ ãðóçà ymin = H = 10 ñì. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
ãðóç íå ïîãðóæåí, à ïîòîìó

F0 = mg = H · a2 · ρ · g, =⇒ ρ =
F0

H · a2 · g
=

4

0,1 · 16 · 10−4 · 10
= 2500 êã/ì3.
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Îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíîå èçìåíåíèå óðîâíÿ âîäû â ñîñóäå hmax (îíî ìàêñèìàëüíî
ïðè ïîëíîì ïîãðóæåíèè áðóñêà):

∆h =
Sãð

S − Sãð

ymin =
25 · 10−4

100− 10−4
≈ 25 · 10−5 ñì.
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Êðèòåðèè 7 êëàññ

Êðèòåðèè 1 çàäà÷à.

1. Ñäåëàí âûâîä î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè îò êîîðäèíàòû íà ðåéêå � 1
áàëë.

2. Ïîêàçàíî, ÷òî íèòü 1�2 ìîæåò áûòü � 1 áàëë.

3. Ïîêàçàíî, ÷òî íèòè 2�3 íåò � 1 áàëë.

4. Çàïèñàíû óñëîâèÿ è íàéäåíî êðàéíåå ïîëîæåíèå ïðèêðåïëåíèÿ íèòè 1�2 � 2
áàëëà.

5. Ïîêàçàíî, ÷òî íèòü 1�3 åñòü è íàéäåíî êðàéíåå ïîëîæåíèå åå êðåïëåíèÿ � 2
áàëëà.

6. Ó÷òåíî, ÷òî íèòü ìîæåò ïðîâèñàòü, è îòâåò ïðåäñòàâëåí â ñîîòâåòñòâóþùåì
âèäå � 3 áàëëà.

Êðèòåðèè 2 çàäà÷à.

1. Óêàçàíî, ÷òî öåíòð ìàññ îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ â åãî ñåðåäèíå � 1 áàëë.

2. Íàïèñàíî óðàâíåíèå (1) � 2 áàëëà.

3. Íàïèñàíî óðàâíåíèå (2) � 2 áàëëà.

4. Îïðåäåëåíî, ÷òî ìàññà ÷àñòè ñïðàâà áîëüøå: µ2 = µ1 + ∆M � 1 áàëë (ëèáî
íàïèñàíî, ÷òî öåíòð ìàññ ïðîâîëîêè íàõîäèòñÿ ñïðàâà îò ñòûêà).

5. Óðàâíåíèå (3) � 1 áàëë.

6. Íàéäåíû ìàññû � 2 áàëëà (ïî áàëëó çà êàæäóþ).

7. Ïîëó÷åí âåðíûé îòâåò � 1 áàëë.

Êðèòåðèè 3 çàäà÷à.

1. Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ âûñîòû âëèòîãî ñòîëáà h1� 2 áàëëà.

2. Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ âûñîòû âëèòîãî ñòîëáà h2 � 3 áàëëà.

3. Íàéäåíû è îáîñíîâàíû çíà÷åíèÿ äëÿ îáúåìîâ Vmin è Vmax � 4 áàëëà.

4. Ïîëó÷åí èòîãîâûé îòâåò � 1 áàëë.

Êðèòåðèè 4 çàäà÷à.

1. Çàïèñàí çàêîí Ãóêà (â ëþáîì âèäå) � 1 áàëë.

2. Ó÷òåíî, ÷òî ïåðåìåùåíèå äèíàìîìåòðà íå ðàâíî ðàñòÿæåíèþ ïðóæèíû � 1
áàëë.

3. Çàïèñàíà ñâÿçü íà ðàñòÿæåíèå ïðóæèíû äèíàìîìåòðà � 1 áàëë.

4. Çàïîëíåíà òàáëèöà çàâèñèìîñòè F (y) � 1 áàëë.

5. Ïîñòðîåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè F (y) � 1 áàëë.
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6. Çàïèñàíà ñâÿçü íà èçìåíåíèå óðîâíÿ âîäû â ñîñóäå ïðè ïîãðóæåíèè ãðóçà � 1
áàëë.

7. Çàïèñàíî óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ãðóçèêà � 1 áàëë.

8. Íàéäåíà âûñîòà öèëèíäðà � 1 áàëë.

9. Íàéäåíà ïëîòíîñòü öèëèíäðà � 1 áàëë.

10. Íàéäåíî ìàêñèìàëüíîå èçìåíåíèå óðîâíÿ âîäû â ñîñóäå � 1 áàëë.
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Îëèìïèàäà 8 êëàññ

A B

27v 21v

12v

6v

23v 29v

8.1. Ýêñïåðèìåíòàòîð Ãëþê ïðîâîäèë îïûòû ñ íåçàêðåïëåí-
íûìè ðåéêàìè, èçìåðÿÿ ñêîðîñòè èõ äâèæåíèÿ â òî÷êàõ A è B
(äåëÿò ðåéêè íà òðè ðàâíûå ÷àñòè), êîòîðûå îí âûíåñ íà ðè-
ñóíêè. Îäíàêî îí çàáûë, ÷òî ìåæäó ðåéêàìè áûëè ïðîêèíóòû
âåðòèêàëüíûå íèòè. Ê ñîæàëåíèþ Ãëþê çàáûë è êîëè÷åñòâî
ýòèõ íèòåé è èõ ðàñïîëîæåíèå. Ìåæäó êàêèìè èç ðååê ìîã-
ëè áûòü ïðîêèíóòû ýòè íèòè è íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ëåâîãî
êðàÿ ðååê? Äëèíû ðååê îäèíàêîâû è ðàâíû 36 ì. Äëèíà íèòåé
ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó ðåéêàìè.

8.2. Ó÷åíèêàì ËÎØ íàñêó÷èëè îáû÷íûå ïðàêè è îíè ðåøèëè íà÷àòü èçó÷àòü ýô-
ôåêò Çååáåêà. Äëÿ ýòîãî îíè âçÿëè äâå îäíîðîäíûå ïðîâîëî÷êè ðàçíîé äëèíû è
ïëîòíîñòè, íî îäèíàêîãî ñå÷åíèÿ, è ñïàÿëè èõ êîíöû (ñì. ðèñ. 1). Äàëåå áóäóùèå
ó÷åíûå íàøëè îäíîðîäíóþ ïàëêó, ìàññîé êîòîðîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è äâà óïîðà.
Ïàëêó ïîñòàâèëè íà óïîðû òàê, ÷òî ðàññòîÿíèÿ îò óïîðîâ äî áëèæàéøèõ ê íèì
êîíöîâ ïàëêè îäèíàêîâî è ðàâíî a (èíûìè ñëîâàìè, âñå ïîñòàâèëè ñèììåòðè÷íî).
Ðàññòîÿíèå ìåæäó óïîðàìè l. Âåëè÷èíû l è a çàâåäîìî áîëüøå äëèíû ïðîâîëîêè.
Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè ïðîâîëîêó ïîñòàâèòü øâîì ðîâíî íàä ëåâîé îïîðîé è íà ëåâûé
êðàé ïîñòàâèòü øàðèê ìàññû áîëüøå m1 (ñì. ðèñ. 2à), òî ïàëêà óïàäåò, à ïðè ëþáîé
ìåíüøåé ìàññå ïàëêà áóäåò â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ. À åñëè ïîñòàâèòü íà ïðàâûé
êðàé øàðèê ìàññû áîëüøå m2, ïàëêà òàêæå óïàäåò (ñì. ðèñ.2á), è òàêæå áóäåò â
ðàâíîâåñèè ïðè ëþáîé ìåíüøåé ìàññå øàðèêà. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîòíîñòè ëå-
âîãî îäíîðîãî êóñêà ïðîâîëîêè ê ïëîòíîñòè ïðàâîãî îäíîðîäíîãî êóñêà, åñëè äëÿ
ïðîâîëîêè îäíîâðåìåííî èçâåñòíî:

1. äëèíà å¼ ïðàâîãî îäíîðîäíîãî êóñêà îòíîñèòñÿ ê äëèíå ëåâîãî êàê 1
n
< 1;

2. ìàññà îäíîãî îäíîðîäíîãî êóñêà íà △M > 0 áîëüøå, ÷åì äðóãîãî.

L0

ρ1 ρ2

øîâ

Ðèñ. 1

m1

a al

Ðèñ. 2à

m2

a al

Ðèñ. 2á

8.3. Ýêñïåðèìåíòàòîð Ëàã âçÿë òðè ñîîáùàþùèõñÿ ñîñóäà îäèíàêîâîé âûñîòû, çà-
ïîëíåííûõ äî ñåðåäèíû æèäêîñòüþ ïëîòíîñòüþ ρ0. Èõ ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
îòíîñÿòñÿ äðóã ê äðóãó êàê 1 : 2 : 4. Çàòåì îí íà÷àë ïîñëåäîâàòåëüíî êàæäîå êîëåíî
çàïîëíÿòü æèäêîñòüþ ïëîòíîñòüþ ρ < ρ0 äî ñàìîé âåðõóøêè äî òåõ ïîð, ïîêà âñå
êîëåíà íå áóäóò çàïîëíåíû. Ïîñëå ýòîãî îí âçÿë äðóãèå òàêèå æå òðè ñîîáùàþùèõ-
ñÿ ñîñóäà è ïîâòîðèë ñâîè äåéñòâèÿ, íî çàïîëíÿë êîëåíà æèäêîñòüþ ïëîòíîñòüþ ρ
â äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàê îí ïðîâ¼ë ñåðèþ ýêñïåðèìåíòîâ, ïåðåïðîáîâàâ
âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàïîëíåíèÿ êîëåí. Ïðè êàêîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè çàïîëíåíèÿ îáú¼ì ñëèòîé æèäêîñòè áóäåò ìàêñèìàëåí? Ïðè êàêîé
ìèíèìàëåí? Íàéòè îòíîøåíèå Vmax/Vmin, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé
ρ0/ρ = 17. Ïðèìå÷àíèå. Ïðè ìàëûõ x ≪ 1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå 1/(1−x) ≈ 1+x.
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8.4. Ïðîâîëî÷íàÿ ñåòêà ñîñòàâëåíà èç 18 îäèíàêîâûõ îòðåçêîâ ïðîâîëîêè ïî R =
58 Îì êàæäûé.

1. ×åìó ðàâíî ñîïðîòèâëåíèå ñåòêè ìåæäó êîíòàêòàìè A è B?

2. Ïðîâîëîêà ¾ïåðåãîðàåò¿ (ðàçðóøàåòñÿ), åñëè ïî íåé ïðîõîäèò òîê, ïðåâûøàþ-
ùèé 0,2 À. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå ìîæíî ïðèëîæèòü ê êîíòàêòàì A
è B, ÷òîáû òîê ìåæäó íèìè íå ïðåêðàòèëñÿ?

A B
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Ðåøåíèÿ 8 êëàññ

8.1 Ñìîòðèòå ðåøåíèå çàäà÷è 7.1.

8.2 Ñìîòðèòå ðåøåíèå çàäà÷è 7.2.

8.3 Ñìîòðèòå ðåøåíèå çàäà÷è 7.3.

A B

C G

D FE

H

J

8.4 Íàéäåì ñîïðîòèâëåíèå ñõåìû. Öåíòðàëüíûå ðåçè-
ñòîðû (ñì. ðèñóíîê) ìîæíî âûêèíóòü â ñèëó ñèììåò-
ðèè.

RAC = RGB = R, RAJB = RCHG = RDEF = 2R,

òàêæå íàéäåì ñîïðîòèâëåíèå ìåæäó òî÷êàìè C è D,
(ìåæäó E è F áóäåò òàêîå æå) ñîåäèíåííûõ äâóìÿ ïà-
ðàëëåëüíûìè ðåçèñòðàìè ñîïðîòèâëåíèåì 3R è R ñîîòâåòñòâåííî:

1

RCD

=
1

RFG

=
1

3R
+

1

R
, =⇒ RCD = RFG =

3

4
R,

îòêóäà

RCDEFG = RCD +RDEF +RFG =
7

2
R.

Ñêëàäûâàåì:

1

RCG

=
1

RCDEFG

+
1

RCHG

=
2

7R
+

1

2R
, =⇒ RCG =

14

11
R.

Ïîëó÷àåì çíà÷åíèå è äëÿ

RACGB = 2R +
14

11
R =

36

11
R.

Îòêóäà ôîðìóëà äëÿ îáùåãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñõåìû

1

RAB

=
1

RACGB

+
1

RAJB

=
11

36R
+

1

2R
, =⇒ RAB =

36

29
R.

A B

11I 18I

Ïåðåõîäèì êî âòîðîìó ïóíêòó: ïóñòü â ñõåìó âòåêàåò
ñóììàðíûé òîê â 29I, òîãäà â òî÷êå A îí ñðàçó äåëèòñÿ
â îòíîøåíèè 18 ê 11 � îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ñî-
ïðîòèâëåíèÿì ïî êîòîðûì îí ïîòå÷åò. Òîê ìåæäó AB
ïðåêðàòèòñÿ òîãäà, êîãäà ñõåìà áóäåò ïîëíîñòüþ ðàç-
ðóøåíà, ò. å. êàê ìèíèìóì 11I áóäåò ðàâåí ãðàíè÷íîìó
çíà÷åíèþ òîêà â 0,2 A. Ò. å. îáùèé âòåêàþùèé òîê ðà-
âåí 29I, à íàïðÿæåíèå íà AB

U = 29I ·RAB = 29I · 36
29

R = 36IR = 0,2 · 36
11

· 58 = 38 Â.
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Êðèòåðèè 8 êëàññ

Êðèòåðèè 1 çàäà÷à.

Ñìîòðèòå êðèòåðèè çàäà÷è 7.1.

Êðèòåðèè 2 çàäà÷à.

Ñìîòðèòå êðèòåðèè çàäà÷è 7.2.

Êðèòåðèè 3 çàäà÷à.

Ñìîòðèòå êðèòåðèè çàäà÷è 7.3.

Êðèòåðèè 4 çàäà÷à.

1. Óáðàíû 2 öåíòðàëüíûå ïåðåãîðîäêè â ñèëó ñèììåòðèè � 1 áàëë.

2. Ðàññòàâëåíû òîêè � 3 áàëëà.

3. Íàéäåíî ýêâèâàëåíòíîå ñîïðîòèâëåíèå 72 Îì � 2 áàëëà.

4. Óêàçàí ôàêò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå áóäåò òîãäà, êîãäà ïåðåãîðÿò íèæ-
íèå 2 êóñêà ïðîâîäà � 2 áàëëà.

5. Íàéäåíî ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå 38 Â � 2 áàëëà.
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Îëèìïèàäà 9 êëàññ

9.1. Ñ óòåñà âûñîòîé 55 ìåòðîâ âûñòðåëèâàþò ÿäðîì ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 100 ì/ñ
ïîä óãëîì 30◦ ê ãîðèçîíòó. Îïðåäåëèòå, ñ êàêîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ ïîä óãëîì 60◦

ê ãîðèçîíòó îäíîâðåìåííî ñ âûñòðåëîì äîëæåí ïîäïðûãíóòü áàðîí Ìþíõãàóçåí,
ñòîÿùèé íà ðàññòîÿíèè 80 ì îò ïðåäïîëàãàåìîãî ìåñòà ïàäåíèÿ ÿäðà, ÷òîáû ¾îñåä-
ëàòü¿ (âñòðåòèòü) åãî. Ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà íå ó÷èòûâàòü, óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ ïðèìèòå ðàâíûì 10 ì/ñ2. Âñå äâèæåíèÿ ïðîèñõîäÿò â îäíîé âåðòèêàëüíîé
ïëîñêîñòè.

α

m

R

∆h

F

9.2. Áóñèíêà ìàññû m ïðèêðåïëåíà ê æåñòêîìó íåâå-
ñîìîìó ñòåðæíþ, âåðõíèé êîíåö êîòîðîãî äâèæåòñÿ ïî
ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé íàïðàâëÿþùåé. Ñàìà áóñèí-
êà ñêîëüçèò áåç òðåíèÿ ïî çàêðåïëåííîé ïðîâîëîêå â
ôîðìå ïîëóîêðóæíîñòè ðàäèóñà R. Íà âåðõíþþ ÷àñòü
ñòåðæíÿ íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü ïîñòîÿííàÿ ãîðèçîí-
òàëüíàÿ ñèëà ðàâíàÿ F = 12mg/13. Â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò óãîë ìåæäó ðàäèóñîì èç öåíòðà ïîëóîêðóæíîñòè
ê áóñèíêå è âåðòèêàëüþ áûë α (sinα = 5/13), à âåðõ-
íèé êîíåö ñòåðæíÿ íàõîäèëñÿ íà âûñîòå ∆h = 3R/2
îò âåðõíåãî êðàÿ ïðîâîëîêè. Íàéäèòå ñóììàðíóþ ñèëó ðåàêöèè ñî ñòîðîíû íàïðàâ-
ëÿþùåé è ïðîâîëîêè íà ñèñòåìó áóñèíêà+ñòåðæåíü, êîãäà áóñèíêà ïðîõîäèò ñàìóþ
íèæíþþ òî÷êó.

A B

9.3. Ïðîâîëî÷íàÿ ñåòêà ñîñòàâëåíà èç 18 îäèíàêîâûõ
îòðåçêîâ ïðîâîëîêè ïî R = 58 Îì êàæäûé.

1. ×åìó ðàâíî ñîïðîòèâëåíèå ñåòêè ìåæäó êîíòàê-
òàìè A è B?

2. Ïðîâîëîêà ¾ïåðåãîðàåò¿ (ðàçðóøàåòñÿ), åñëè ïî
íåé ïðîõîäèò òîê, ïðåâûøàþùèé 0,2 À. Êàêîå
ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå ìîæíî ïðèëîæèòü ê
êîíòàêòàì A è B, ÷òîáû òîê ìåæäó íèìè íå ïðå-
êðàòèëñÿ?

9.4. Ýêñïåðèìåíòàòîð Ãëþê âûøåë íà ïåíñèþ è ñòàë áîëüøå âðåìåíè ïðîâîäèòü ñî
ñâîèìè âíóêàìè. Âî âðåìÿ íàáëþäåíèÿ çà èõ èãðîé Ãëþêà îñåíèëî, ÷òî ñ ïîìîùüþ
êîðîáêè ñ êóáèêàìè ìîæíî ïðèáëèçèòåëüíî îïðåäåëèòü óãîë íàêëîíà ïàðòû âíóêà.

Â êîðîáêó ïîìåùàåòñÿ 9 îäèíàêîâûõ êóáèêîâ ìàññîé m ñî ñòîðîíîé a. Ìàññà ïó-
ñòîé êîðîáêè ñ êðûøêîé ðàâíà ìàññå îäíîãî êóáèêà, à òîëùèíîé êîðîáêè îí ðåøèë
ïðåíåáðå÷ü. Èç ñâîèõ ïðîøëûõ ýêñïåðèìåíòîâ Ãëþê çíàë, ÷òî êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ïîâåðõíîñòè ýòîé ïàðòû î ñòåíêè êîðîáêè µ = 0,6.

Ãëþê êëàäåò êóáèêè â êîðîáêó, çàêðûâàåò å¼ êðûøêîé, ñòàâèò íà ïîâåðõíîñòü ïàðòû
è ñìîòðèò, ïðîèñõîäèò ëè îïðîêèäûâàíèå âäîëü ñòîðîíû ED (ñì. ðèñóíîê). Îêàçà-
ëîñü, ÷òî ñ 4 êóáèêàìè êîðîáêà ïîêîèòñÿ, à ñ 5 êóáèêàìè ïàäàåò (ðàñïîëîæåíèå
êóáèêîâ âíóòðè êîðîáêè èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå).

1. Ïîìîãèòå Ãëþêó ðàññ÷èòàòü äèàïàçîí çíà÷åíèé óãëà íàêëîíà ïàðòû.
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2. Ìîæíî ëè óëó÷øèòü òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ óãëà, íå ìåíÿÿ ïîðÿäîê äåéñòâèé
Ãëþêà? ×òî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñäåëàòü?

9.5. Ïàëêà, ñòîÿùàÿ âåðòèêàëüíî íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîùàäêå, îñâåùàåìîé ñîëíå÷-
íûì ñâåòîì, èìååò âûñîòó h = 1,2 ì. Ëó÷è îò Ñîëíöà îáðàçóþò óãîë 30◦ ñ ãîðèçîí-
òîì.

1. Íàéäèòå äëèíó òåíè, îòáðàñûâàåìîé ïàëêîé.

Ïàëêó íà÷èíàþò íàêëîíÿòü ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω = 0,1 ðàä/ñ â íàïðàâ-
ëåíèè îòáðàñûâàåìîé åþ òåíè òàê, ÷òî å¼ íèæíèé êîíåö íå ñäâèãàåòñÿ ñ ìåñòà.

2. ×åìó ðàâíà äëèíà òåíè l, êîãäà øåñò îáðàçóåò óãîë 15◦ ñ âåðòèêàëüþ?

3. ×åìó ðàâåí ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó ìîìåíòàìè âðåìåíè, êîãäà äëèíà òåíè
ðàâíà l?

4. ×åìó áûëà ðàâíà ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà òåíè îò ïàëêè lmax?

5. ×åìó ðàâíà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ êðàÿ òåíè v, êîãäà ïàëêà îáðàçóåò óãîë 45◦ ñ
âåðòèêàëüþ?

Ïðèìå÷àíèå. Ïðè ðåøåíèè âàì ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ ñëåäóþùèå ôîðìóëû

cos(α± β) = cosα cos β ∓ sinα sin β;

sin(α± β) = sinα cos β ± sin β cosα.
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Ðåøåíèÿ 9 êëàññ

β

(2) (1)(4) (5) (3)

u

K

A B L2 L1
L1 − L L1 + LL2 − L L2 + L

α1
α2

v0

9.1 Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè âû-
ëåòà ÿäðà (α1 âûøå ãîðèçîíòà, α2 íèæå ãî-
ðèçîíòà), ðàñïîëîæåíèÿ áàðîíà (L = 80 ì
ñëåâà è ñïðàâà îò ìåñòà ïàäåíèÿ ÿäðà) è íà-
ïðàâëåíèå ïðûæêà áàðîíà (âëåâî è âïðàâî
ïîä óãëîì β = 60◦), êîòîðûå ìîãóò áûòü ðå-
àëèçîâàíû â ýòîé çàäà÷å.

Ïðè ïðûæêå áàðîíà èç òî÷êè B âëåâî, òðàåêòîðèÿ ïîëåòà áóäåò íèæå ãèïîòåíóçû
BK, êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ òðàåêîðèåé ÿäðà. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïî
îñÿì äëÿ ÿäðà è áàðîíà:

Äëÿ ÿäðà â ïðîåêöèè íà îñü OX:

xÿ(t) = v0 cosαt,

íà îñü OY

yÿ1(t) = H + v0 sinαt−
gt2

2
, yÿ2(t) = H − v0 sinαt−

gt2

2
.

Äëÿ áàðîíà â ïðîåêöèè íà îñü OX:

xá1(t) = L1 − L+ u0 cos βt, xá2(t) = L1 − L− u0 cos βt,

xá3(t) = L1 + L− u0 cos βt, xá4(t) = L2 − L+ u0 cos βt,

xá5(t) = L2 + L− u0 cos βt.

È íà îñü OY

yá(t) = u0 sin βt−
gt2

2
.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ òðàåêòîðèè áàðîíà è ÿäðà íå ïåðåñåêóòñÿ, íåò ñìûñëà èõ ðàñ-
ñìàòðèâàòü.

Íàéäåì äàëüíîñòü ïîëåòà ÿäðà:

yÿ1(τ) = H + v0 sinατ − gτ 2

2
= 0,

g

2
τ 2 − v0 sinατ −H = 0.

Ðåøèì ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî τ :

D = (v0 sinα)
2 + 2gH = 502 + 2 · 10 · 55 = 3600 ñ2,

τ1 =
v0 sinα +

√
D

g
=

50 + 60

10
= 11 ñ.

Àíàëîãè÷íî è äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ

τ2 =
−v0 sinα +

√
D

g
=

−50 + 60

10
= 1 ñ.
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Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäåì äàëüíîñòè ïîëåòà ÿäðà â äâóõ ñëó÷àÿõ:

L1 = xÿ(τ1) = 50
√
3 · 11 ì, L2 = xÿ(τ1) = 50

√
3 ì.

Ò. ê. L2 > L, òî ñëó÷àé 4 âîçìîæåí.

Êîãäà áàðîí îñåäëàåò ÿäðî � èõ êîîðäèíàòû ñîâïàäóò, ïîòîìó â ïåðâîì ñëó÷àå

yÿ1 = yá, =⇒ H + v0 sinαtâ1 = u0 sin βtâ1,

è âî âòîðîì
yÿ2 = yá, =⇒ H − v0 sinαtâ1 = u0 sin βtâ1,

îòêóäà èç ïåðâîãî
H = (u0 sin β − v0 sinα)tâ1, (1)

è âòîðîãî óðàâíåíèÿ
H = (u0 sin β + v0 sinα)tâ2. (2)

Òåïåðü êîîðäèíàòû ïî îñè OX:

xÿ = xá1ë, =⇒ v0 cosαtâ1 = L1 − L+ u0 cos βtâ1,

ïîëó÷àåì
(v0 cosα− u0 cos β)tâ1 = L1 − L, (3)

äåëèì 1 íà 3:
u0 sin β − v0 sinα

v0 cosα− u0 cos β
=

H

L1 − L
. (4)

Òàêæå èç 3 âûðàçèì âðåìÿ äî âñòðå÷è

tâ1 =
L1 − L

v0 cosα− u0 cos β
.

Äëÿ îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ àíàëîãè÷íî íàéäåì � äëÿ ïåðâîãî ïðè áðîñêå âëåâî, ÿäðî
ïîä óãëîì α âíèç:

xÿ = xá1ë, =⇒ u0 sin β − v0 sinα

v0 cosα + u0 cos β
=

H

L1 − L
, (5)

âïðàâî:

xÿ = xá1ï, =⇒ u0 sin β − v0 sinα

v0 cosα + u0 cos β
=

H

L1 + L
, (6)

âòîðîé ñëó÷àé âëåâî:

xÿ = xá2ë, =⇒ u0 sin β + v0 sinα

v0 cosα− u0 cos β
=

H

L2 − L
, (7)

âïðàâî:

xÿ = xá2ï, =⇒ u0 sin β + v0 sinα

v0 cosα + u0 cos β
=

H

L2 + L
, (8)

Èç óðàâíåíèé 4 � 8 âûðàçèì íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü áàðîíà äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ:

u0((L1 − L) sin β +H cos β) = v0((L1 − L) sinα +H cosα),
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îòêóäà

u01 = v0
(L1 − L) sinα +H cosα

(L1 − L) sin β +H cos β
≈ 61,8 ì/c.

Ïðîâåðèì � ïðîõîäèò ëè ðåçóëüòàò ïî âðåìåíè:

tâ1 =
L1 − L

v0 cosα− u01 cos β
=

550
√
3− 80

100 ·
√
3/2− 61,8 · 1/2

= 12,26 ñ > τ1,

ýòî çíà÷èò, ÷òî ñëó÷àé íå ðåàëèçóåòñÿ, ò. ê. âðåìÿ âñòðå÷è áîëüøå âðåìåíè ïîëåòà
ÿäðà. Àíàëîãè÷íî èç óðàâíåíèé 5 � 8

u02 = v0
(L1 − L) sinα +H cosα

(L1 − L) sin β −H cos β
≈ 66,5 ì/c, tâ1 =

L1 − L

v0 cosα− u01 cos β
= 8,55 ñ,

ìåíüøå âðåìåíè ïîëåòà τ1, ïîòîìó ðåàëèçóåòñÿ, òðåòèé ñëó÷àé àíàëîãè÷íî

u03 = v0
(L1 + L) sinα +H cosα

(L1 + L) sin β −H cos β
≈ 65,1 ì/c, tâ1 =

L1 + L

v0 cosα− u01 cos β
= 10,11 ñ,

ìåíüøå τ1 � îí ðåàëèçóåòñÿ. ×åòâåðòûé ñëó÷àé:

u04 = v0
−(L2 − L) sinα +H cosα

(L2 + L) sin β +H cos β
≈ 133 ì/c, tâ1 =

L2 − L

v0 cosα− u01 cos β
= 0,33 ñ,

âðåìÿ äî ñòîëêíîâåíèÿ ìåíüøå âðåìåíè ïîëåòà τ2 � òîæå âåðíûé, è ïÿòûé:

u05 = v0
−(L2 − L) sinα +H cosα

L2 + L) sin β −H cos β
≈ −30,5 ì/c

íå ïîäõîäèò, ò. ê. áàðîí íå ìîæåò ëåòåòü ñêâîçü çåìëþ âíèç.

α
L

m

R

R cosα

R(1− sinα)

∆h

9.2 Íàéäåì äëèíó ñòåðæíÿ L. Èç ïðÿìîóãîëüíî-
ãî òðåóãîëüíèêà (ñì ðèñóíîê), ñòîðîíû â êîòîðîì
ðàâíû ∆h+R cosα è R(1− sinα) ñîîòâåòñòâåííî.
Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:

L =
√
(∆h+R cosα)2 +R2(1− sinα)2.

Ïîäñòàâèì sinα = 5/13 (cosα = 12/13) è ∆h =
3/2R â âûðàæåíèå:

L =
5

2
R.

Çàìåòèì, ÷òî äëèíà ñòåðæíÿ ñîâïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì îò íàïðàâëåþùåé äî íèæíåé
òî÷êè ïîëóîêðóæíîñòè (∆h + R = 5/2R). À çíà÷èò, ÷òî â ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ
áóñèíêîé íèæíåé òî÷êè ñòåðæåíü ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì �
âåðòèêàëüíî.
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m

R

∆h

F

mg

N

Çàïèøåì çàêîí èçìåíåíèÿ ýíåðãèè. Âåðõíèé êîíåö
ñòåðæíÿ ê ýòîìó ìîìåíòó ïðîøåë ðàññòîÿíèå R, îòêó-
äà íàéäåì ðàáîòó ñèëû F : A = FR, òàêæå ó÷òåì èçìå-
íåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè áóñèíêè mgR(1− cosα)

mv2

2
= mgR(1− cosα) + FR,

îòêóäà:

m
v2

R
= 2mg(1− cosα) + 2F.

Â ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ áóñèíêîé íèæíåé òî÷êè íà ñèñòåìó áóñèíêà+ñòåðæåíü äåé-
ñòâóþò 2 ñèëû ðåàêöèè îïîðû (ñî ñòîðîíû íàïðàâëÿþùåé è ñî ñòîðîíû ïðîâîëîêè) �
îáîçíà÷èì èõ ðåçóëüòèðóþùóþ çàN , íàïðàâëåííóþ âäîëü ñòåðæíÿ (íàïðèìåð ââåðõ,
åñëè ïîëó÷èì çíàê ìèíóñ, òî íàïðàâëåíèå äðóãîå), à òàêæå ñèëà òÿæåñòè áóñèíêè
(ìàññà ñòåðæíÿ ðàâíà 0). Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà â ïðîåêöèè íà âåðòèêàëüíóþ
îñü ïîëó÷àåì:

ma = m
v2

R
= N −mg, =⇒ N = m

v2

R
+mg = 2mg(1− cosα) + 2F +mg,

ïîäñòàâëÿÿ F = 12mg/13, íàõîäèì èñêîìûé îòâåò:

N = 3mg.

9.3 Ñìîòðèòå ðåøåíèå çàäà÷è 8.4.

9.4 Îïðåäåëèì, ïðè êàêèõ óãëàõ α êîðîáêà ñ
êóáèêàìè íå áóäåò ïðîñêàëüçûâàòü. Çàïèøåì
âòîðîé çàêîí Íüþòîíà è ñïðîåöèðóåì åãî íà
îñè x è y {

Fòð = mg sinα,

N = mg cosα.

Ïîêà ñèëà òðåíèÿ íå äîñòèãíåò ìàêñèìàëüíî-
ãî çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî èç çàêîíà ñóõîãî
òðåíèÿ, êîðîáêà áóäåò ïîêîèòüñÿ.

Fòð ⩽ µN =⇒ mg sinα ⩽ µg cosα,

tgα ⩽ µ =⇒ α ⩽ 30,96◦.

Íàéäåì óãëû, ïðè êîòîðûõ êîðîáêà íå áóäåò îïðîêèäûâàòüñÿ âäîëü ñòîðîíû ED.

Â ìîìåíò îïðîêèäûâàíèÿ òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû ðåàêöèè îïîðû N⃗ è ñèëû òðå-
íèÿ F⃗òð íàõîäÿòñÿ íà ñòîðîíå ED, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè çàïèñè óðàâíåíèÿ ìîìåíòîâ

îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè, ìîìåíòû ñèë N⃗ è F⃗òð áóäóò ðàâíû íóëþ. Ñèëà òÿæåñòè mg⃗
ïðèëîæåíà ê öåíòðó ìàññ êîðîáêè ñ êóáèêàìè. Öåíòð ìàññ íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñ êî-
îðäèíàòàìè xc = BE/2 = a/2 (â ñèëó ñèììåòðèè) è yc.

Êàê òîëüêî ëèíèÿ äåéñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè ñòàíîâèòñÿ ïðàâåå ïðÿìîé ED, êîðîáêà
îïðîêèäûâàåòñÿ, òàê êàê ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè íè÷åì íå ñêîìïåíñèðîâàí.
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Ìàêñèìàëüíûé óãîë, ïðè êîòîðîì íå ïðîèñõîäèò îïðîêèäûâàíèå, ñîîòâåòñòâóåò ñè-
òóàöèè, êîãäà ëèíèÿ äåéñòâèÿ mg⃗ ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ ED (ñì. ðèñ.). Òàêèì îáðàçîì,

tgα ⩽
a

2yc
.

Ðàññ÷èòàåì êîîðäèíàòû y1 è y2 öåíòðà ìàññ êîðîáêè ñ êóáèêàìè, èçîáðàæåííûìè íà
ðèñóíêå â óñëîâèè.

y1 =
2m · 3a/2 + 3m · a/2

5m
=

9a

10
, y2 =

m · 5a/2 + 2m · 3a/2 + 3m · a/2
6m

=
7a

6
.

Ïðè ïîëîæåíèè öåíòðà ìàññ â òî÷êå y1 êîðîáêà íå îïðîêèäûâàåòñÿ, à ïðè ïîëîæåíèè
â òî÷êå y2 îïðîêèäûâàåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî,

a

2y2
< tgα <

a

2y1
,

3

7
< tgα <

5

9
, 23,20◦ < α < 29,05◦.

Ðåçóëüòàòû Ãëþêà ìîæíî óëó÷øèòü. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñîáðàòü òàêóþ êîìáèíà-
öèþ êóáèêîâ, ïðè êîòîðîé êîîðäèíàòà öåíòðà ìàññ yc áóäåò íàõîäèòüñÿ ìåæäó 9a/10
è 7a/6 è ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíò ñ îïðîêèäûâàíèåì. Ïîäõîäÿò ñëåäóþùèå âàðèàíòû
ðàññòàíîâêè êóáèêîâ â êîðîáêå:
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Âåðõíÿÿ ãðàíèöà óãëà α, ïîëó÷åííàÿ â 4 ïóíêòå, ìåíüøå óãëà, ïðè êîòîðîì íà÷è-
íàåòñÿ ïðîñêàëüçûâàíèå, 29,05◦ < 30,96◦, çíà÷èò, â äîïîëíèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå
áóäåò ïðîèñõîäèòü èìåííî îïðîêèäûâàíèå. Åñëè êîðîáêà óïàëà, òî tgα > a/(2yc),
åñëè îñòàëàñü ñòîÿòü, òî tgα < a/(2yc). Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ïðîâåñòè åù¼
ýêñïåðèìåíòû, êîòîðûå ïîçâîëÿò òî÷íåå îïðåäåëèòü çíà÷åíèå óãëà íàêëîíà ïàðòû.

α

γ

φh

9.5 Ïî îïðåäåëåíèþ òàíãåíñà ctg γ = L1/h, ãäå L1 �
èñêîìàÿ äëèíà òåíè. Ïîëó÷àåì îòâåò íà ïåðâûé ïóíêò
� L1 = h ctg γ.

Ïóñòü ïàëêà îòêëîíèëàñü îò âåðòèêàëè íà óãîë α, òî-
ãäà óãîë ìåæäó ïàëêîé è çåìëåé ñîñòàâèò β = 90◦ −α,
à ìåæäó ëó÷îì è ïàëêîé � φ = 60◦ + α. Ïî òåîðåìå
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ñèíóñîâ
sin γ

h
=

sinφ

L2

,

âûðàæàåì äëèíó òåíè âî âòîðîé ðàç (α = 15◦):

L2 = h · sinφ
sin γ

= h · sin 75
◦

sin 30◦
.

Óãëû, ïðè êîòîðûõ äëèíà òåíè áóäåò îäèíàêîâà ýòî óãëû, ñèíóñû êîòîðûõ ðàâíû
ò. å.

sin 75◦ = sin θ, =⇒ θ = 180◦ − 75◦ = 105◦.

Îòêóäà èñêîìîå âðåìÿ ðàâíî

t =
θ − φ

ω
= 5,2c.

Ò. ê. äëèíà òåíè L ∼ 1/ sinφ òî äëèíà ìàêñèìàëüíà áóäåò òîãäà, êîãäà ìàêñèìàëåí
ñèíóñ. Óãîë φ ëåæèòü â äèàïàçîíå îò 60◦ äî 90◦ + 60◦ = 150◦, à çíà÷èò ìàêñèìóì
áóäåò ïðè sinφ = 1

Lmax = h · sin 90
◦

sin 30◦
= 2h = 2,4ì.

α ∆α

L
L+∆L

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàëêà ïîâåðíóëàñü äîïîëíèòåëüíî
íà ìàëûé óãîë ∆α (óãîë φ óâåëè÷èëñÿ íà òàêîå æå
çíà÷åíèå), òîãäà òåíü èçìåíèëà ñâîþ äëèíó íà ∆L. Èç
òåîðåìû ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ äî ñäâèãà è ïîñëå

sinφ

L
=

sin γ

h
=

sin (φ+∆α)

L+∆L
,

ïåðåìíîæàÿ
(L+∆L) sinφ = L sin (φ+∆α).

Ðàñêëàäûâàåì ñèíóñ ñóììû:

sin (φ+∆α) = sinφ cos∆α + cosα sin∆α.

Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèå sin∆α ≈ ∆α, à cos∆α ≈ 1,

(L+∆L) sinφ = L sinφ+ L cosφ∆α, =⇒ ∆L = L ctgφ∆α.

Äåëèì îáå ÷àñòè óðàâåíåíèÿ íà ∆t è, ïîäñòàâëÿÿ òåêóùåå çíà÷åíèå L è óãëà φ =
60◦ + α◦ = 105◦, âûðàæàåì ñêîðîñòü òåíè v

v = ωL ctgα, =⇒ ωh · sinφ
sin γ

ctgφ, =⇒ v = ωh
cos 105◦

sin 30◦
≈ −0,5 ì/c.

Çíàê ìèíóñ îçíà÷àåò òî, ÷òî òåíü äâèæåòñÿ âëåâî.
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Êðèòåðèè 9 êëàññ

Êðèòåðèè 1 çàäà÷à.

1. Íàéäåíà äàëüíîñòü ïîëåòà L1 � 2 áàëëà.

2. Íàéäåíà äàëüíîñòü ïîëåòà L2 � 2 áàëëà.

3. Ðàññìîòðåí êàæäûé èç 6 âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ � 1 áàëë êàæäûé (0,5 áàëëà, åñëè
íå ñäåëàíà ïðîâåðêà íà ðåàëèçóåìîñòü)

Êðèòåðèè 2 çàäà÷à.

1. Íàéäåíà äëèíà ñòåðæíÿ � 2 áàëëà.

2. Ñêàçàíî, ÷òî âåðõíÿÿ òî÷êà ïðîøëà ïóòü äëèíîé R � 1 áàëë.

3. Çàïèñàí ÇÑÝ � 2 áàëëà.

4. Çàïèñàíî öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå äëÿ áóñèíêè � 1 áàëë.

5. Çàïèñàí â ïðîåêöèè 2 çàêîí Íüþòîíà äëÿ ñèñòåìû ¾ñòåðæåíü è áóñèíêà¿ � 2
áàëëà.

6. Ïîëó÷åí âåðíûé îòâåò � 2 áàëëà.

Êðèòåðèè 3 çàäà÷à.

Ñìîòðèòå êðèòåðèè çàäà÷è 8.4.

Êðèòåðèè 4 çàäà÷à.

1. Ïðîâåäåíà ïðîâåðêà íà ñêîëüæåíèå (α ⩽ arctg(0,6) = 30,96◦)� 1 áàëë.

2. Âåðíî íàéäåí y1 = 9a/10 � 1 áàëë.

3. Âåðíî íàéäåí y2 = 7a/6 � 1 áàëë.

4. Çàïèñàíî óñëîâèå îïðîêèäûâàíèÿ tgα > a/(2 · yc) � 1 áàëë.

5. Ïîëó÷åí îòâåò íà 1-ûé âîïðîñ 23,20◦ < α < 29,05◦ � 3 áàëëà.

6. Ïîëó÷åí îòâåò íà 2-îé âîïðîñ ñ îáîñíîâàíèåì è áåç � 3 èëè 1 áàëë.

Êðèòåðèè 5 çàäà÷à.

1. Ïîëó÷åíà äëèíà òåíè â ïåðâîì ïóíêòå l � 1 áàëë.

2. Ïîëó÷åíà äëèíà òåíè âî âòîðîì ïóíêòå l � 1 áàëë.

3. Âåðíî íàéäåíî âðåìÿ � 2 áàëëà.

4. Íàéäåíà ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà òåíè � 1 áàëë, ñ îáîñíîâàíèåì � 2 áàëëà.

5. Îïðåäåëåíà ñêîðîñòü òåíè � 3 áàëëà.
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Îëèìïèàäà 10 êëàññ

10.1. Ñ óòåñà âûñîòîé 55 ìåòðîâ âûñòðåëèâàþò ÿäðîì ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 100 ì/ñ
ïîä óãëîì 30◦ ê ãîðèçîíòó. Îïðåäåëèòå, ñ êàêîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ ïîä óãëîì 60◦

ê ãîðèçîíòó îäíîâðåìåííî ñ âûñòðåëîì äîëæåí ïîäïðûãíóòü áàðîí Ìþíõãàóçåí,
ñòîÿùèé íà ðàññòîÿíèè 80 ì îò ïðåäïîëàãàåìîãî ìåñòà ïàäåíèÿ ÿäðà, ÷òîáû ¾îñåä-
ëàòü¿ (âñòðåòèòü) åãî. Ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà íå ó÷èòûâàòü, óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ ïðèìèòå ðàâíûì 10 ì/ñ2. Âñå äâèæåíèÿ ïðîèñõîäÿò â îäíîé âåðòèêàëüíîé
ïëîñêîñòè.

α

m

R

∆h

F

10.2. Áóñèíêà ìàññû m ïðèêðåïëåíà ê æåñòêîìó íåâå-
ñîìîìó ñòåðæíþ, âåðõíèé êîíåö êîòîðîãî äâèæåòñÿ
ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé íàïðàâëÿþùåé. Ñàìà áó-
ñèíêà ñêîëüçèò áåç òðåíèÿ ïî çàêðåïëåííîé ïðîâîëî-
êå â ôîðìå ïîëóîêðóæíîñòè ðàäèóñà R. Íà âåðõíþþ
÷àñòü ñòåðæíÿ íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü ïîñòîÿííàÿ ãîðè-
çîíòàëüíàÿ ñèëà ðàâíàÿ F = 12mg/13. Â íà÷àëüíûé
ìîìåíò óãîë ìåæäó ðàäèóñîì èç öåíòðà ïîëóîêðóæíî-
ñòè ê áóñèíêå è âåðòèêàëüþ áûë α (sinα = 5/13, à âåðõ-
íèé êîíåö ñòåðæíÿ íàõîäèëñÿ íà âûñîòå ∆h = 3R/2 îò
âåðõíåãî êðàÿ ïðîâîëîêè. Íàéäèòå ñóììàðíóþ ñèëó ðåàêöèè ñî ñòîðîíû íàïðàâëÿ-
þùåé è ïðîâîëîêè íà ñèñòåìó áóñèíêà+ñòåðæåíü, êîãäà áóñèíêà ïðîõîäèò ñàìóþ
íèæíþþ òî÷êó.

10.3. Ðàññìîòðèì ýôôåêò ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ëèíçû, èäåÿ êîòîðîãî èñïîëüçóåòñÿ â
ñêàíèðóþùåé ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè è ñîçäàíèè ëîâóøåê çàðÿäîâ. Ïóñêàé èìååò-
ñÿ ïðîâîäÿùåå êîëüöî ðàäèóñà R, êîòîðîå ìîæíî ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî çàðÿæàòü
çàðÿäîì Q, êàê òîëüêî ïîÿâëÿåòñÿ çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà ñ çàðÿäîì q â ïðåäåëàõ d
(ñì. ðèñ.). Ïàðàëëåëüíî îñè êîëüöà íà ðàññòîÿíèè r (r ≪ R) ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ
÷àñòèöû ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé E. Ìàãíèòíûìè ïîëÿìè, à òàêæå èçìåíåíèåì ïðî-
äîëüíîé ñêîðîñòè ýëåêòðîíîâ ñëåäóåò ïðåíåáðå÷ü. Äâèæóùèåñÿ ýëåêòðîíû íå âëèÿ-
þò íà ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà ïî êîëüöó. Èñõîäÿ èç ýòèõ äàííûõ, íàéäèòå ôîêóñíîå
ðàññòîÿíèå òàêîé ¾ëèíçû¿ f , ñ÷èòàÿ f ≫ d. Ñôîðìóëèðóéòå êðèòåðèé ìãíîâåííîé
çàðÿäêè êîëüöà.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Âàì ìîæåò ïðèãîäèòüñÿ ñëåäóþùåå ïðèáëèæ¼ííîå ñîîòíîøåíèå

(1 + x)α ≈ 1 + αx+
α(α− 1)

2
x2,

ãäå |x| ≪ 1. Ïîäñêàçêà. Â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷è ïîòåíöèàë êîëüöà φ(z, r) íå èìååò
ëèíåéíîé ÷àñòè ïî r.

d

Rr

f
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1 2 3 4

1

2

3

4

3
2

1

V/V0

P/P0

10.4. Íàä ôîòîííûì ãàçîì ñîâåðøàþò öèêëè÷åñêèé
ïðîöåññ, ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ
ôîòîííîãî ãàçà èìååò âèä P = αT 4/3, ãäå P è T � ýòî
äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà ñîîòâåòñòâåííî, α � èçâåñò-
íàÿ ðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà, à âûðàæåíèå äëÿ âíóòðåí-
íåé ýíåðãèè èìååò âèä U = αV T 4, ãäå V � ýòî îáúåì.
Ñ÷èòàÿ P0 è V0 èçâåñòíûìè, íàéäèòå:

1. ìàêñèìàëüíóþ è ìèíèìàëüíóþ òåìïåðàòóðû ôî-
òîííîãî ãàçà â ïðîöåññå 1�2;

2. îáùåå êîëè÷åñòâî òåïëîòû, ïîëó÷åííîå ãàçîì â
ïðîöåññå 1�2;

3. ÊÏÄ äàííîãî öèêëà.

10.5. Ïàëêà, ñòîÿùàÿ âåðòèêàëüíî íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîùàäêå, îñâåùàåìîé ñîë-
íå÷íûì ñâåòîì, èìååò âûñîòó h = 1,2 ì. Ëó÷è îò Ñîëíöà îáðàçóþò óãîë 30◦ ñ ãîðè-
çîíòîì.

1. Íàéäèòå äëèíó òåíè, îòáðàñûâàåìîé ïàëêîé.

Ïàëêó íà÷èíàþò íàêëîíÿòü ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω = 0,1 ðàä/ñ â íàïðàâ-
ëåíèè îòáðàñûâàåìîé åþ òåíè òàê, ÷òî å¼ íèæíèé êîíåö íå ñäâèãàåòñÿ ñ ìåñòà.

2. ×åìó ðàâíà äëèíà òåíè l, êîãäà øåñò îáðàçóåò óãîë 15◦ ñ âåðòèêàëüþ?

3. ×åìó ðàâåí ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó ìîìåíòàìè âðåìåíè, êîãäà äëèíà òåíè
ðàâíà l?

4. ×åìó áûëà ðàâíà ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà òåíè îò ïàëêè lmax?

5. ×åìó ðàâíà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ êðàÿ òåíè v, êîãäà ïàëêà îáðàçóåò óãîë 45◦ ñ
âåðòèêàëüþ?
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Ðåøåíèÿ 10 êëàññ

10.1 Ñìîòðèòå ðåøåíèå çàäà÷è 9.1.

10.2 Ñìîòðèòå ðåøåíèå çàäà÷è 9.2.

10.3 Ïðè âõîæäåíèè â êîðèäîð d ÷àñòèöà íà÷èíàåò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ ïîëåì êîëü-
öà. Îïðåäåëèì åãî, èñïîëüçóÿ ïîäñêàçêó èç óñëîâèÿ. Äëÿ ýòîãî íàéä¼ì ïîòåíöèàë
íà îñè êîëüöà, à ïîòîì ðàññìîòðèì, êàê íàéòè åãî ðàäèàëüíóþ ñîñòîâëÿþùóþ äëÿ
êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî z. Ïîòåíöèàë íà îñè êîëüöà èùåòñÿ ïî ïðèíöèïó ñóïåðïî-
çèöèè

φ(z, r) =
Q

4πε0
√
R2 + z2

.

Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèå, ïîëó÷àåì:

φ(z, 0) ≈ Q

4πε0R

(
1− z2

2R2

)
.

Âîñïîëüçóåìñÿ óêàçàíèåì:

φ(z, r) ≈ Q

4πε0R

(
1− z2

2R2

)
+ αr2.

Ïðîäîëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà íàïðÿæ¼ííîñòè èùåòñÿ èç ñâÿçè ïîòåíöèàëà è íà-
ïðÿæ¼ííîñòè

Er(z, r) = −∂φ

∂r
= −α(r +∆r)2 − αr2

∆r
= −2αr,

âûäåëèì öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü âíóòðè êîëüöà, ðàäèóñà r, ïîòîê ÷åðåç åå
áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí

Φ1 = −2αr · 2πrz,

àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåì àêñèàëüíóþ êîìïîíåíòó

Ez(z, r) = −∂φ

∂z
=

zQ

4πε0R3
.

È, ò. ê. òîðöà äâà, òî

Φ2 = 2
Qz

4πε0R3
πr2.

ïî òåîðåìå Ãàóññà íàéäåì êîýôôèöèåíò α (çàðÿä âíóòðè ìàëåíüêîãî êîëüöà 0):

2
Qz

4πε0R3
πr2 − 2αr · 2πrz =

Qin

ε0
= 0, =⇒ α =

Q

8πε0R3
.

Óðàâíåíèå äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïëîñêîñòè êîëüöà mr̈ = 2qαr, âðåìÿ äâèæåíèÿ â
ïîëå îöåíèâàåòñÿ êàê d/v, ïîýòîìó â ñèëó ìàëîñòè d ìîæíî îöåíèòü ðàäèàëüíóþ
êîìïîíåíòó ñêîðîñòè êàê

vr =
2qαr

m

d

v
.

Çíàÿ å¼ è ïåðåìåùåíèå ïî âåðòèêàëè, ìîæíî îöåíèòü âðåìÿ ïðîë¼òà äî äîñòèæåíèÿ
ôîêóñà

τ = −r

/(
2qαr

m

d

v

)
,
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îòêóäà, íàêîíåö, âûðàçèì ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå

f = τv = −r

/(
2qαr

m

d

v

)
· v = − E

qQdα
.

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ñîïðîòèâëåíèå êîëüöà ñ ïîäêëþ÷àåìûìè ïðîâîäàìè R0, à ¼ìêîñòü
êîëüöà C, ïîñòîÿííàÿ ýêâèâàëåíòíîé öåïè äîëæíà áûòü áîëüøå, ÷åì âðåìÿ ïðîë¼òà,
÷òîá çàðÿä íå óñïåë óòå÷ü.

10.4 Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ôîòîííîãî ãàçà òåðìè÷åñêèå è êàëîðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âû-
ãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P =
αT 4

3
, U = αV T 4.

Ïîäñòàâëÿÿ îäíî âûðàæåíèå â äðóãîå, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè
ãàçà

U = αPV.

Êàê âèäíî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ òåìïåðàòóðà ôîòîííîãî ãàçà çàâèñèò òîëüêî îò
äàâëåíèÿ ñèñòåìû

T =
4

√
3P

α
.

ïîäñòàâëÿÿ ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, íàõî-
äèì ÷òî

Tmin = T (Pmin) =
4

√
3P0

α
, Tmax = T (Pmax) =

4

√
3 · 3P0

α
=

4

√
9P0

α
.

Ïåðåõîäèì êî âòîðîìó ïóíêòó:

Q12 = U2 − U1 + A12,

ãäå U1 = 3αP0V0 è U2 = 3αP0V0 � âíóòðåííèå ýíåðãèè ãàçîâ â ïîëîæåíèÿõ 1 è 2, à
Q12 � òåïëîòà, ñîîáùåííàÿ ãàçó â ýòîì ïðîöåññå, à A12 � ðàáîòà ãàçà. Òàêèì îáðàçîì,

Q12 = A12.

Ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì íàõîäèì êàê ïëîùàäü òðàïåöèè

A12 =
1

2
(3P0 + P0) · 2V0 = 4P0V0,

îòêóäà
Q12 = 4P0V0.

Íàéäåì ÊÏÄ òåïëîâîé ìàøèíû.

Çàìå÷àíèå. Íàâåðíÿêà ÷èòàòåëþ èçâåñòíà ïîõîæàÿ çàäà÷à ñ ôèíàëà âñåðîñèéñêîé
îëèìïèàäû ïðî êàñàíèå àäèàáàòû íàêëîííûì ãðàôèêîì.

Â ïðîöåññå 1�2 äî êàêîãî-òî ìîìåíòà ãàç ñíà÷àëà ïðèíèìàåò òåïëî, à çàòåì îòäàåò
� íàéäåì ýòó òî÷êó:

dQ = dU + δA.
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Ïîäñòàâëÿÿ ðàáîòó δA = PdV è dU :

0 = 12P0dV − 6P0

V0

V dV +

(
4P0 −

P0

V0

V

)
dV = 16P0dV − 7

P0

V0

V dV,

ñîêðàùàÿ íà dV , íàõîäèì êîîðäèíàòû òî÷êè 4

V4 =
16

7
V0.

1 2 3 4

1

2

3

4

3 2

1

4

V/V0

P/P0
Äàâëåíèå â ýòîé òî÷êå íàéäåì èç óðàâíåíèÿ ïðÿìîé
1�2:

P4 = 4P0 −
P0

V0

· 16
7
V0 =

12

7
P0.

Âûðàçèì òåïëî â ïðîöåññå 1�4:

Q14 = A14 + U4 − U1.

Èç ïëîùàäè òðàïåöèè íàõîäèì ðàáîòó:

A14 =
1

2

(
3P0 +

12

7
P0

)
· 9
7
V0 =

297

98
P0V0.

Ïîñ÷èòàåì òàêæå è èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè:

U4 − U1 = 3

(
12P0

7

16V0

7
− 3P0V0

)
=

135

49
P0V0.

Ïîëó÷àåì Q14:

Q14 =
297

98
P0V0 +

135

49
P0V0 =

81

14
P0V0.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÊÏÄ íàéäåì îáùåå ïîäâåäåííîå ê ñèñòåìå òåïëî Q+

Q+ = Q14 +Q31 = Q14∆U31.

(Íà ó÷àñòêå 2�3 òåïëî îòâîäèòñÿ, ò. ê. èçìåíåíèå âíóòðåííåå ðàâíî íóëþ, à ðàáîòà
îòðèöàòåëüíà, à â ïðîöåññå 3�1 � ðàáîòà ðàâíà 0, à çíà÷èò ∆U31 = Q31),

∆U31 = 3(3P0V0 − P0V0) = 6P0V0,

à òàêæå íàéäåì ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà 123 � ïîëíóþ ðàáîòó â öèêëå

A =
1

2
· 2V0 · 2P0 = 2P0V0,

îòêóäà

η =
A

Q+
=

2P0V0

6P0V0 + 81P0V0/14
=

28

165
≈ 0,17.

10.5 Ñìîòðèòå ðåøåíèå çàäà÷è 9.5.
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Êðèòåðèè 10 êëàññ

Êðèòåðèè 1 çàäà÷à.

Ñìîòðèòå êðèòåðèè çàäà÷è 9.1.

Êðèòåðèè 2 çàäà÷à.

Ñìîòðèòå êðèòåðèè çàäà÷è 9.2.

Êðèòåðèè 3 çàäà÷à.

1. Íàéäåí ïîòåíöèàë êîëüöà íà îñè � 1 áàëë.

2. Íàéäåíà ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü ïîòåíöèàëà (èäåÿ) � 1 áàëë.

3. Åñòü èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû Ãàóññà � 1 áàëë.

4. Ðàññ÷èòàí ïîòîê ÷åðåç òîðöû � 2 áàëëà.

5. Ðàññ÷èòàí ïîòîê ÷åðåç áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü � 2 áàëëà.

6. Íàïèñàíî óðàâíåíèå äâèæåíèå ÷àñòèöû � 1 áàëë.

7. Óêàçàíà ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè � 0,5 áàëëà.

8. Íàéäåíî âðåìÿ äîñòèæåíèÿ ôîêóñà � 0,5 áàëëà.

9. Íàéäåíî ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå � 0,5 áàëëà.

10. Ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå âðåì¼í � 0,5 áàëëà.

Êðèòåðèè 4 çàäà÷à.

1. Ïðàâèëüíî íàéäåíû òåìïåðàòóðû � ïî 1 áàëëó çà êàæäóþ.

2. Çàïèñàíî ïåðâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè � 1 áàëë.

3. Ïîñ÷èòàíî Q12 � 1 áàëë.

4. Óêàçàíî, ÷òî äî íåêîòîðîãî V òåïëî ïîäâîäèòñÿ, ïîñëå � îòâîäèòñÿ � 0,5 áàëë.

5. Ñîñòàâëåíî óðàâíåíèå P (V ) íà ó÷àñòêå 1�2 � 1 áàëë.

6. Ñîñòàâëåíî óðàâíåíèå, ïîçâîëÿþùåå íàéòè ýòî V - 1 áàëë.

7. Ïîñ÷èòàíû P, V â äàííîé òî÷êå � 0,5 áàëëà.

8. Íàéäåíà ðàáîòà íà ó÷àñòêå 1�õ � 0,5 áàëëà.

9. Íàéäåíî èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè � 0,5 áàëëà.

10. Íàéäåíà ðàáîòà çà öèêë � 0,5 áàëëà.

11. Íàéäåíî Q ïîäâåäåííîå � 0,5 áàëëà.

12. Íàéäåí ÊÏÄ � 1 áàëë.

Êðèòåðèè 5 çàäà÷à.

Ñìîòðèòå êðèòåðèè çàäà÷è 9.5.
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