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Ïî ãëàäêîé âåðòèêàëüíîé íàïðàâëÿþùåé ìîæåò ñêîëüçèòü ãðóç,
ñîåäèí¼ííûé ñ íåâåñîìîé ïðóæèíîé ñ êîýôôèöèåíòîì æ¼ñòêî-
ñòè k, âòîðîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïë¼í íà ãîðèçîíòàëüíîé ïî-
âåðõíîñòè íà ðàññòîÿíèè L îò íàïðàâëÿþùåé.
Äëèíà íåäåôîðìèðîâàííîé ïðóæèíû ðàâíà l0. Èçíà÷àëüíî ãðóç
óäåðæèâàþò â ðàâíîâåñèè ñèëîé F òàê, ÷òî ïðóæèíà íå äåôîð-
ìèðîâàíà.
Ñèëó F ìåäëåííî óìåíüøàþò äî íóëÿ. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ
ìàññû ãðóçà m îí ìîæåò äîñòè÷ü ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè?

Ãëþê Ïëþñ

Ðàññåÿíèå òÿæåëîé ÷àñòèöû íà ëåãêîé. Ýêñïåðèìåíòàòîð Ãëþê Ïëþñ ïðîâî-
äèë äâå ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ ïî óïðóãîìó íåðåëÿòèâèñòñêîìó ðàññåÿíèþ òÿæåëîé
÷àñòèöû ìàññû M íà ïîêîÿùåéñÿ ÷àñòèöå ìåíüøåé ìàññû. Â ïåðâîì îïûòå ýêñïåðè-
ìåíòàòîð ðàñïîëîæèë äåòåêòîð, èçìåðÿþùèé ýíåðãèþ òîëüêî òÿæåëûõ ÷àñòèö òàê,
÷òîáû èññëåäîâàòü öåíòðàëüíîå ðàññåÿíèå. Â ðåçóëüòàòå îí ïîëó÷èë äâà çíà÷åíèÿ
ýíåðãèè: Emin è Emax. Âî âòîðîì îïûòå, îí ðàñïîëîæèë äåòåêòîð òàê, ÷òîáû â íåãî
ïîïàäàëè òîëüêî òå òÿæåëûå ÷àñòèöû, êîòîðûå îòêëîíèëèñü îò ïåðâîíà÷àëüíîãî íà-
ïðàâëåíèÿ íà èçâåñòíûé óãîë ϕ0. Êàêèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè îí ìîã ïîëó÷èòü âî âòîðîì
ýêñïåðèìåíòå? Âî âñåõ îïûòàõ ñêîðîñòü íàëåòàþùåé ÷àñòèöû áûëà îäèíàêîâà.

Ðàññåÿíèå ëåãêîé ÷àñòèöû íà òÿæåëîé. Â äðóãîì îïûòå ýêñïåðèìåíòàòîð Ãëþê
Ïëþñ èññëåäîâàë íåóïðóãîå íåöåíòðàëüíîå íåðåëÿòèâèñòñêîå ðàññåÿíèå îäíîãî òåëà
ìàññû m íà äðóãîì ïîêîÿùåìñÿ òåëå ìàññûM > m. Îí ïîëó÷èë, ÷òî ìàêñèìàëüíûé
óãîë, íà êîòîðûé îòêëîíÿåòñÿ ëåãêàÿ ÷àñòèöà ðàâåí θmax. Íàéäèòå, íà ñêîëüêî èçìå-
íèëàñü ñóììàðíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ òåë. Ñêîðîñòü òåëà ìàññû m äî ñòîëêíîâåíèÿ
ðàâíà v0.
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Òðóáêà ñ æèäêîñòüþ

x

y

R

O

A

µ, S1

µ, S2, P0

1

Íà ãëàäêîì ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå ðàñïîëîæåíà òîí-
êàÿ òðóáêà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ÷åòâåðòü îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñà R ñ ïåðåìåííûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíè-
åì. Ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êîíöîâ 1 è 2 òðóá-
êè ðàâíû S1 è S2 ñîîòâåòñòâåííî. Òðóáêà ìîæåò áåç
òðåíèÿ âðàùàòüñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êó A. Â êîíåö 1 òðóáêè ïîñòóïàåò
æèäêîñòü ïëîòíîñòè ρ ñ ïîñòîÿííûì ìàññîâûì ðàñ-
õîäîì µ. Äàâëåíèå â æèäêîñòè â êîíöå 2 ðàâíî àò-
ìîñôåðíîìó äàâëåíèþ P0. Æèäêîñòü íåñæèìàåìà,
ÿâëåíèÿìè ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü. Ëèíåéíûå ðàçìåðû òðóáêè ìíîãî ìåíüøå ðàäèóñà R.

(a) Íàéäèòå äàâëåíèå â æèäêîñòè P1 â êîíöå 1 òðóáêè.

(b) Íàéäèòå ðàâíîäåéñòâóþùóþ ñèëó Fτ , äåéñòâóþùóþ ñî ñòîðîíû òðóáêè íà æèä-
êîñòü.

(c) Íàéäèòå ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ âíåøíþþ ñèëó Fmin, êîòîðóþ íåîáõîäèìî
ïðèêëàäûâàòü ê òðóáêå äëÿ òîãî, ÷òîáû îíà íàõîäèëàñü â ðàâíîâåñèè.

Øàð â ñôåðå

R+r

r

g

v0

w0

Âíóòðè çàêðåïë¼ííîé íåïîäâèæíîé ñôåðû ðàäèóñàR+
r íàõîäèòñÿ îäíîðîäíûé øàð ðàäèóñà r. Èçíà÷àëüíî
øàð íàõîäèòñÿ â íèæíåì ïîëîæåíèè.
Øàð ïðèâîäÿò â äâèæåíèå òàê, ÷òî åãî óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü âåð÷åíèÿ (êîìïîíåíòà óãëîâîé ñêîðîñòè, íàïðàâ-
ëåííàÿ âäîëü âåêòîðà íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè, êîòî-
ðîé êàñàåòñÿ äâèæóùååñÿ òåëî) ðàâíà ω0 è íàïðàâëåíà
ââåðõ, à ñêîðîñòü öåíòðà øàðà ðàâíà v0. Ïðîñêàëüçûâà-
íèå ìåæäó ñôåðîé è øàðîì îòñóòñòâóåò. Ïðè ðàññìîò-
ðåíèè îòäåëüíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè öåíòðà
øàðà, èñïîëüçóéòå óãëû ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò, ò. å. ïðåäñòàâëÿéòå âåêòîð ñêîðîñòè öåíòðà øàðà â âèäå:

~vc = Rθ̇~eθ +R sin θϕ̇~eϕ,

ãäå θ � óãîë ìåæäó âåðòèêàëüþ è ëèíèåé, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ñôåðû è øàðà,
à ϕ � óãîë ïîâîðîòà âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé öåíòðû ñôåðû è øàðà.
Ñ÷èòàéòå, ÷òî v0 �

√
gR.

(a) Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ ñêîðîñòè öåíòðà øàðà îò óãëà θ.

(b) Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå óãëà θmax â ïðîöåññå äâèæåíèÿ.

(c) Íàéäèòå âðåìÿ τ , ÷åðåç êîòîðîå âïåðâûå äîñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå θmax .
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D�ej�a vu

m

m

R

Íåáîëüøèå ÷àñòèöû 1 è 2 ñ îäèíàêîâûìè ìàññàìè m äâèæóò-
ñÿ áåç òðåíèÿ ïî ïåðåñåêàþùèìñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì óçêèì
ïðÿìûì êàíàëàì, ðàñïîëîæåííûì â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêî-
ñòè. Â ïðîöåññå âñåãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû íå ìîãóò ïîêèäàòü
ñâîé êàíàë.
×àñòü 1. Âñåðîñ. Îêàçàëîñü, ÷òî â ïðîöåññå äàëüíåéøåãî
äâèæåíèÿ ðàññòîÿíèå R ìåæäó ÷àñòèöàìè îñòà¼òñÿ íåèçìåí-
íûì.

(a) Íàéäèòå ñóììàðíóþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ÷àñòèö.

×àñòü 2. Âñåðîñ+. Ââåä¼ì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ êàíàëîâ êîîðäèíàòíûå îñè x è y,
íàïðàâëåííûå âïðàâî è âíèç ñîîòâåòñòâåííî. Èçíà÷àëüíî ñèñòåìà ïîêîèòñÿ, êîîð-
äèíàòà ÷àñòèöû 1 y0 = −R, à ÷àñòèöà 2 íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. ×àñòèöå 2
ñîîáùàþò íåèçâåñòíóþ ñêîðîñòü v0 âäîëü îñè x. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ÷àñòèöà 1
äîñòèãàåò íà÷àëà êîîðäèíàò. Ñ ýòîãî ìîìåíòà íà÷èíàþò èçìåðÿòü çàâèñèìîñòü ñêî-
ðîñòè ÷àñòèöû 2 (vx) îò êîîðäèíàòû y ÷àñòèöû 1 (y), êîòîðàÿ ïðèâåäåíà íà ãðàôèêå â
óñëîâíûõ åäèíèöàõ ó.å 1 ïî îñè ñêîðîñòè vx è ó.å 2 ïî îñè êîîðäèíàòû y. Îïðåäåëèòå:

(b) Íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü v0 ÷àñòèöû 2.

(c) âåëè÷èíû óñëîâíûõ åäèíèö ó. å.1 è ó. å.2.

Âñå îòâåòû äîëæíû áûòü âûðàæåíû ÷åðåç Γ (ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ), m è R.

v , у.е.12  

y , у.е.21  

1
2
3

4
5
6
7

1 2 3 4 5 6 7 8 9
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Ïàäàþùàÿ ñèëà. Ðåøåíèå

Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ãðóçà â ïðîåêöèè íà âåðòèêàëüíóþ îñü

k∆l sinα + F = mg,

ãäå ∆l � äåôîðìàöèÿ ïðóæèíû, α � óãîë ìåæäó ïðóæèíîé è ãîðèçîíòàëüþ. Ïóñòü
x � âûñîòà ãðóçà íàä ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ, òîãäà

∆l = l0 −
√
x2 + L2; x = L tgα.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

∆l = l0 −
L

cosα
.

Íàéäåì ïðè êàêîì óãëå α ïðîåêöèÿ ñèëû, ñ êîòîðîé ïðóæèíà äåéñòâóåò íà ãðóç,
ìàêñèìàëüíà

d(k∆l sinα)

dα
=

d

dα
(kl0 sinα− kL tgα) = kl0 cosα− kL 1

cos2 α
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì

cosα =

(
L

l0

) 1
3

.

Ãðóç ñìîæåò äîñòè÷ü ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè, åñëè ñèëà òÿæåñòè áîëüøå, ÷åì
ïðîåêöèÿ ñèëû óïðóãîñòè íà âåðòèêàëü. Òîãäà

m >
kl0
g

(
1−

(
L

l0

) 2
3

) 3
2

.
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Ãëþê ïëþñ. Ðåøåíèå

Ðàññåÿíèå òÿæ¼ëîé ÷àñòèöû íà ëåãêîé. Ïåðåéäåì èç ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû
îòñ÷åòà (ËÑÎ) â. ñèñòåìó îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ (ÑÖÌ) äâóõ ÷àñòèö. Ñêîðîñòü öåíòðà
ìàññ

~vöì =
M

M +m
~v0.

Ñêîðîñòü òÿæåëîé ÷àñòèöû â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà

~v1 =
m

M +m
~v0.

Â ñëó÷àå óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ, âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ ìîæåò
èçìåíÿòüñÿ ïî íàïðàâëåíèþ, íî íå ïî ìîäóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ÷àñòèöû
ìàññàìè m1 è m2, ñêîðîñòè êîòîðûõ â ÑÖÌ ðàâíû ~v1 è ~v2 ñîîòâåòñòâåííî. ò.ê. â
ÑÖÌ èìïóëüñ âñåé ñèñòåìû ðàâåí íóëþ, òî m1~v1 = −m2~v2 Òîãäà:

~v2 − ~v1 = ~v2

(
1 +

m2

m1

)
= −~v1

(
1 +

m1

m2

)
Îòêóäà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû â ÑÖÌ:

ECM =
m1m2

2(m1 +m2)
(~v2 − ~v1)2 =

µv2
îòí

2
.

Ïîñêîëüêó ~v1 è ~v2 ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíû ~vîòí, òî èç âûðàæåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè óïðóãîì óäàðå ìîäóëè ñêîðîñòåé ÷àñòèö â ÑÖÌ
îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

C
O

E
A H

vцм

v1

v0f0

Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû äâà ñëó÷àÿ äëÿ îáîèõ îïûòîâ. Ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ âåêòîð
ñêîðîñòè òÿæåëîé ÷àñòèöû â ÑÖÌ ïîâîðà÷èâàåòñÿ. Åñëè íà÷àëî âåêòîðà íàõîäèòñÿ
â òî÷êå O òî êîíåö âåêòîðà äîëæåí ëåæàòü íà îêðóæíîñòè ðàäèóñîì v1.

Ïðè öåíòðàëüíîì óäàðå, âåêòîð ñêîðîñòè òÿæåëîé ÷àñòèöû ìîæåò áûòü ðàâåí èëè v0
èëè (v0 − 2v1). Ïåðâûé ñëó÷àé îòâå÷àåò ðåãèñòðàöèè ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé Emax, âòî-
ðîé � ðåãèñòðàöèè ÷àñòèö ñ ýíåðãèåé Emin.

Åñëè äåòåêòîð íàñòðîåí íà ðåãèñòðàöèþ ÷àñòèö â íàïðàâëåíèè ϕ0, òî âåêòîð ñêîðî-

ñòè òÿæåëîé ÷àñòèöû â ËÑÎ ìîæåò áûòü èëè
−→
CA, èëè

−−→
CE.

Èç òðåóãîëüíèêîâ CHO (HO � ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé èç öåíòðà îêðóæíî-
ñòè O íà ïðÿìóþ CE) è HOE ïîëó÷àåì, ÷òî:

CH = (v0 − v1) cosϕ0 =

√
Emin +

√
Emax√

2M
cosϕ0
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Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî Ãëþê ìîã ðåãèñòðèðîâàòü ÷àñòèöû ïðè ϕ0,
óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ:

ϕ0 ≤ arcsin

√
Emin −

√
Emax√

Emin +
√
Emax

Ñëó÷àé ðàâåíñòâà îòâå÷àåò êàñàíèþ îêðóæíîñòè. Ïðè ýòîì ýêñïåðèìåíòàòîð áóäåò
ðåãèñòèðîâàòü îäíî çíà÷åíèå ýíåðãèè.

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî:

E1,2 =

(√
Emin +

√
Emax

)2
4

(
cosϕ0 ±

√
cos2 ϕ0 − 4

√
EmaxEmin

(
√
Emax +

√
Emin)2

)2

Ðàññåÿíèå ëåãêîé ÷àñòèöû íà òÿæåëîé. Â ÑÖÌ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû
äî ñòîëêíîâåíèÿ ðàâíà

K0 =
µv20
2
,

ãäå v0 � ñêîðîñòü ëåãêîé ÷àñòèöû äî ñòîëêíîâåíèÿ â ËÑÎ, à µ =
Mm

m+M
� ïðèâå-

äåííàÿ ìàññà ñèñòåìû.

Îáîçíà÷èì v1 îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü ÷àñòèö ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ. Òîãäà êèíåòè÷å-
ñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ â ÑÖÌ

K1 =
µv21
2
,

Èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

∆E =
µv20
2
− µv21

2
.

qmax

v0 v0

v1

m M

M

m+M m+M

m+M

Íà ðèñóíêå ïîêàçàí ñëó÷àé ðàññåÿíèÿ íà ìàêñèìàëüíûé óãîë ëåãêîé ÷àñòèöû. Èç
íåãî ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé ðàññåÿíèÿ íà ìàêñèìàëüíûé óãîë â ËÑÎ ñîîòâåòñâòóåò
êàñàíèþ îêðóæíîñòè. Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

sin2 θmax =
M2

m2

v21
v20

Ñëåäîâàòåëüíî ïîòåðè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

µ

2
v20

(
1− m2

M2
sin2 θmax

)
.
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Òðóáêà ñ æèäêîñòüþ. Ðåøåíèå

(a) Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì Áåðíóëëè. Ïîñêîëüêó ñòîë ãîðèçîíòàëüíûé:

v21
2

+
P1

ρ
=
v22
2

+
P0

ρ
îòêóäà:

P1 = P0 +
µ2

2ρ

(
1

S2
2

− 1

S2
1

)
(b) Ðàññìîòðèì æèäêîñòü, íàõîäÿùóþñÿ â äàííûé ìîìåíò âíóòðè òðóáêè. Ââåä¼ì
îñè x è y, íàïðàâëåííûå âäîëü âåêòîðîâ ñêîðîñòåé æèäêîñòè â êîíöàõ 1 è 2 òðóáêè
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó òå÷åíèå æèäêîñòè ñòàöèîíàðíîå, äëÿ êîìïîíåíò èìïóëü-
ñà px è py âûäåëåííîé æèäêîñòè ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè â äàííûé ìîìåíò ðàâíû

dpx
dt

= −µv1;
dpy
dt

= µv2.

Ýòè æå âåëè÷èíû ìîæíî íàéòè èç òåîðåìû î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ (èìïóëüñíàÿ
ôîðìà). Ïðè ýòîì âàæíî íå çàáûòü ó÷åñòü ñèëû äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà âûäå-
ëåííóþ æèäêîñòü,

dpx
dt

= P1S1 + Fòx;
dpy
dt

= −P0S2 + Fòy.

Îòêóäà ïîëó÷àåì

Fòx = −
(
P0S1 +

µ2

2ρS1

(
1 +

S2
1

S2
2

))
; Fòy = P0S2 +

µ2

ρS2

.

(c) Çàïèøåì çàêîí èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà äëÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç âûäå-
ëåííîé â ïóíêòå (a) æèäêîñòè, à òàæå òðóáêè îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ òðóáêè

dL

dt
= µv2R.

Èçìåíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà æèäêîñòè ñîçäà¼òñÿ ìîìåíòîì ñèë äàâëåíèé, äåéñòâó-
þùèõ íà íå¼ è òðóáêó, à òàêæå ìîìåíòîì âíåøíåé ñèëû. Òîãäà

dL

dt
= Mâíåø − P0S2R +Màòì,

ãäå Màòì - ìîìåíò ñèë àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùèõ íà òðóáêó.

Ðàññìîòðèì ïóñòóþ òðóáêó ñ çàêðûòûìè êîíöàìè, ðàñïîëîæåííóþ â àòìîñôåðå.
Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ìîìåíòîâ ñèë àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùèõ íà
òðóáêó, îòíîñèòåëüíî å¼ êîíöà 1, ïîëó÷èì

Màòì − P0S2R = 0.

Ïîñëåäíåå âåðíî, ïîñêîëüêó òðóáêà òîíêàÿ, è ìîìåíòîì ñèë äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùèõ
íà å¼ êîíåö 1, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà äëÿ ìîìåíòà âíåøíåé ñèëû F ïîëó÷èì

MF = µv2R = Fl.

Ìàêñèìàëüíîå ïëå÷î l ñèëû F äîñòèãàåòñÿ, åñëè ïðèêëàäûâàòü ñèëó ê êîíöó 2 ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé åãî ñ êîíöîì 1, îòêóäà

Fmin =
MF√

2R
=

µ2

√
2ρS2

.
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Øàð â ñôåðå. Ðåøåíèå

Ïóñòü ìàññà øàðà ðàâíà m, à ñèëû íîðìàëüíîé ðåàêöèè è òðåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà
øàð ~N è ~F ñîîòâåòñòâåííî. Ïî òåîðåìå î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ øàðà

m~̇vC = m~g + ~N + ~F .

Ìîìåíò èíåðöèè øàðà îòíîñèòåëüíî ëþáîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð ðàâåí

I =
2mr2

5
. Ïîñêîëüêó øàð � àáñîëþòíî ñèììåòðè÷íàÿ ôèãóðà, âåêòîð åãî ìîìåíòà

èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ ðàâåí ~L = I~ω, ãäå ~ω � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè
øàðà.

Ïðîâåä¼ì ðàäèóñ-âåêòîð ~r èç öåíòðà øàðà â òî÷êó åãî êàñàíèÿ ñî ñôåðîé. Èç óðàâíå-
íèÿ äèíàìèêè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ øàðà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ, ó÷èòûâàÿ,
÷òî ~F ⊥ ~r, èìååì

I~̇ω =
[
~r × ~F

]
=⇒ ~F =

I

R2

[
~̇ω × ~r

]
.

Ïîñêîëüêó øàð íå ïðîñêàëüçûâàåò ïî ñôåðå

~vC + [~ω × ~r ] = 0.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî âðåìåíè

~̇vC +
[
~̇ω × ~r

]
+
[
~ω × ~̇r

]
= 0.

Çàìåòèì, ÷òî ~̇r =
r

R
~vC . Òîãäà

~̇vC +
[
~̇ω × ~r

]
+
r

R
[~ω × ~vC ] = 0.

Ïðåäñòàâèì ñëàãàåìîå
[
~̇ω × ~r

]
ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

[
~̇ω × ~r

]
=

~Fr2

I
=
mr2

I

(
~̇vC − ~g −

~N

m

)
.

Êîìáèíèðóÿ ïîñëåäíèå äâà âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì óñêîðåíèå öåíòðà ìàññ øàðà

~̇vC =
~g +

~N

m
− I

mr2
r

R
[~ω × ~vC ]

1 +
I

mr2

.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòà èíåðöèè I

~̇vC =
5

7

(
~g +

~N

m

)
− 2r

7R
[~ω × ~vC ] .

Óìíîæàÿ ~̇vC ñêàëÿðíî íà ~vC ïîëó÷èì

~̇vC · ~vC =
5~g · ~vC

7
.
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Îòêóäà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì

v2C
2
− v20

2
=

5gR(1− cos θ)

7
.

è îêîí÷àòåëüíî

vC =

√
v20 −

10gR(1− cos θ)

7
.

Ïîñêîëüêó v0 �
√
gR, óãîë θ � 1 â ëþáîé òî÷êå òðàåêòîðèè øàðà.

Óãëîâàÿ ñêîðîñòü âåð÷åíèÿ øàðà ~ωâ îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííîé. Ýòî ìîæíî ïîêàçàòü ïðÿ-
ìîé ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè öåíòðà øàðà â çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.
Ïî òåîðåìå Ê¼íèãà

Wk =
mv2C

2
+
Iω2

2

Ðàçëîæèì âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè øàðà íà äâå êîìïîíåíòû

~ω = ~ωâ + ~ω‖.

Çíà÷åíèå êîìïîíåíòû ω‖ ëåãêî ïîíÿòü

vC = ω‖r.

Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè øàðà ÷åðåç vC è ωâ ñëåäóþùåå

Wk =
7mv2C

10
+
mr2ω2

â

5
.

Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

7mv20
10

+
mω2

0

5
=

7mv2C
10

+
mr2ω2

â

5
+mgR(1− cos θ) =

7mv20
10

+
mr2ω2

â

5
.

Îòêóäà
ωâ = ω0 = const.

Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ ïðîåêöèè óäåëüíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà öåíòðà ìàññ øàðà îò-
íîñèòåëüíî öåíòðà ñôåðû íà âåðòèêàëüíóþ îñü z. Îíà ñîçäà¼òñÿ òîëüêî ïîñëåäíèì
ñëàãàåìûì â óðàâíåíèè äëÿ óñêîðåíèÿ öåíòðà øàðà. Ïðè çàïèñè óðàâíåíèé ó÷ò¼ì,
÷òî ðàäèóñ-âåêòîð, ïðîâåä¼ííûé èç öåíòðà ñôåðû â öåíòð øàðà, ðàâåí ~R = R

r
~r. Òîãäà

dLz
dt

=
[
~R× ~̇vC

]
z

= −2

7
[~r × [~ω × ~vC ]]z = −2

7
(~ω (~r · ~vC)− ~vC(~r · ~ω))z .

Òîãäà, ïîñêîëüêó ~r · ~vC = 0 è ~r · ~ω = −ω0r, ïîëó÷èì

dLz
dt

= −2ω0rvCz

7
.

Îòêóäà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ

Lz = −2ω0rR(1− cos θ)

7
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû
Lz = R2 sin2 θϕ̇.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ̇(θ) = − 2ω0r

7R(1 + cos θ)
.

Äàëåå, êâàäðàò ñêîðîñòè öåíòðà øàðà ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì âèäå

v2C = R2θ̇2 +R2 sin2 θϕ̇2.

È, êîìáèíèðóÿ ñ ðåçóëüòàòîì äëÿ ϕ̇ ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè øàðà,
ïîëó÷åííîå â ïóíêòå 1

R2θ̇2 +
4ω2

0r
2(1− cos θ)

49(1 + cos θ)
= v20 −

10gR(1− cos θ)

7
.

Â ìîìåíò ìàêñèìàëüíîãî óäàëåíèÿ θ̇ = 0. Äàëåå, óðàâíåíèå ìîæíî ðåøèòü ïðèáëè-

æ¼ííî, ðàñêëàäûâàÿ cos θ = 1− θ2

2
. Òîãäà ïîëó÷èì

θmax =
v0√

ω2
0r

2

49
+

5gR

7

.

Îäíàêî, óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ è òî÷íî, êàê êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî cos θmax. Òî÷íûé
îòâåò:

θmax = arccos

−
(

4ω2
0r

2

49
+ v20

)
+

√(
4ω2

0r
2

49
+ v20

)2

+ 4 · 10gR

7

(
4ω2

0r
2

49
+

10gR

7
− v20

)
2 · 10gR

7

.

Ðàññìàòðèâàòü îòêëîíåíèå êàê ìàëîå ïðèä¼òñÿ â ëþáîì ñëó÷àå

R2θ̇2 +

(
ω2
0r

2

49
+

5gR

7

)
θ2 = v20.

Ýòî óðàâíåíèå ìàëûõ êîëåáàíèé ñ öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé Ω, ðàâíîé

Ω =

√
ω2
0r

2

49R2
+

5g

7R
.

Ìàñêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå äîñòèãàåòñÿ ÷åðåç ÷åòâåðòü ïåðèîäà, îòêóäà

τ =
π

2Ω
=

π

2

√
ω2
0r

2

49R2
+

5g

7R

.

Â îáùåì âèäå âðåìÿ, ê ñîæàëåíèþ, íàéòè íåâîçìîæíî. Ìàêñèìóì, ê ÷åìó ìû ìîæåì
ïðèéòè � âûïèñàòü èíòåãðàë äëÿ âðåìåíè.
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D�ej�a vu. Ðåøåíèå

Ïóñòü r � ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè, à ~r1 è ~r2 � èõ ðàäèóñ âåêòîðû îòíîñèòåëüíî
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàíàëîâ.. Óñêîðåíèÿ ÷àñòèö:

~a1 = −Gm~r1
r3

; ~a2 = −Gm~r2
r3

.

Òîãäà óñêîðåíèå ÷àñòèöû 1 îòíîñèòåëüíî ÷àñòèöû 2

~aîòí = ~a1 − ~a2 = −Gm(~r1 − ~r2)
r3

= −Gm~rîòí
r3

.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó îá îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè ÷àñòèö ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê çàäà÷ó î äâèæåíèè ÷àñòèöû 1 â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå íåïîäâèæíîé ÷àñòèöû 2.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

~a = −Gm
r2

~er.

Ýòî äâèæåíèå â öåíòðàëüíîì ïîëå, ïîýòîìó óäåëüíûé ìîìåíò èìïóëüñà ñîõðàíÿåòñÿ:

~L = r2~ω = const.

Óìíîæèì âåêòîðíî ~a è ~L[
~a× ~L

]
= −Gm [~er × ~ω] = Gm

d~er
dt
.

Èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì[
~v × ~L

]
= Gm~er + ~C.

Âåêòîðû ~v è ~L âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Òîãäà ïîñëå ïîâòîðíîãî âåêòîðíîãî óìíî-
æåíèÿ íà ~L ïîëó÷èì[

~L×
[
~v × ~L

]]
= ~vL2 = Gm

[
~L× ~er

]
+
[
~L× ~C

]
.

Èëè æå (ñì. îðòû öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò)

~v =
Gm

L
~eϕ + ~C0.

Òàêèì îáðàçîì, ãîäîãðàô âåêòîðà ñêîðîñòè ïðè äàííîì äâèæåíèè ÿâëÿåòñÿ îêðóæ-
íîñòüþ ñ íà÷àëîì îòñ÷¼òà, íàõîäÿùèìñÿ íà ðàññòîÿíèè C0 îò å¼ öåíòðà. Ïîéì¼ì,
êàêîâ ñìûñë ïàðàìåòðà C0.

Ïóñòü ϕ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~eϕ è ~C0. Íàéä¼ì óäåëüíûé ìîìåíò èìïóëüñà ÷à-
ñòèöû

L = rv⊥ = r

(
Gm

L
+ C0 cosϕ

)
.
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Îòêóäà

r =
L2

Gm

(
1 +

C0L

Gm
cosϕ

) =
p

1 + e cosϕ
.

Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëî îòñ÷¼òà âåêòîðà ñêîðîñòè íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè C0 = eR0

îò öåíòðà îêðóæíîñòè, ãäå R0 =
Gm

L
�- å¼ ðàäèóñ, à e � ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû.

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è (ïîæàëóé ïîðà(:)

(a) Îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, ïîýòîìó èç óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ íàõîäèì

v2
îòí

R
=
Gm

R2
⇒ v2

îòí
=
Gm

R
.

Ïîñêîëüêó ~v1 ⊥ ~v2, äëÿ êâàäðàòà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ïîëó÷èì

~vîòí = ~v1 − ~v2 ⇒ v2
îòí

= v21 + v22.

Òîãäà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà

m(v21 + v22)

2
=
mv2

îòí

2
=
Gm2

2R
.

(b) Îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ÷àñòèö âî âòîðîé ÷àñòè çàäà÷è ïðîèñõîäèò ïî íåêîòî-
ðîìó êîíè÷åñêîìó ñå÷åíèþ. Äàííûé â óñëîâèè çàäà÷è ãðàôèê ìîæíî èíòåðïðåòèðî-
âàòü êàê çèâèñèìîñòü −(~vîòí)x(y).

Íà ãðàôèêå v2 àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ 4ó.å.1. Ýòî âîçìîæíî, åñëè
îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî ãèïåðáîëè÷åñêîé îðáèòå.

x

y

v

v0

f

R e0 f

R

x

y

ef r

er

f

v0

Íàéä¼ì âåêòîð îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè â ïðîèçâîëüíîì ïîëîæåíèè. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ãîäîãðàô âåêòîðà ñêîðîñòè ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå. Ïîñêîëüêó óäåëüíûé ìîìåíò
èìïóëüñà L = Rv0, ðàäèóñ îêðóæíîñòè ãîäîãðàôà âåêòîðà ñêîðîñòè R0 ðàâåí

R0 =
Gm

Rv0
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü v0 ìîæíî ñâÿçàòü ñ ðàäèóñîì îêðóæíîñòè
R0 è ýöñåíòðèñèòåòîì îðáèòû

v0 = R0(1 + e).

îòêóäà

v0 =

√
Gm(1 + e)

R
.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà âîñïîëüçóåìñÿ ãðàôèêîì, ïðèâåä¼ííûì â óñëîâèè.
Âûðàæåíèÿ äëÿ v2(0) è v2(∞) ñëåäóþùèå

v2(0) = R0e v2(∞) = R0
e2 − 1

e
.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âåðíî, ïîñêîëüêó íà áåñêîíå÷íîñòè âåêòîð ñêîðîñòè íàïðàâ-
ëåí âäîëü âåêòîðà ~er, ò.å. ïî êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè.

Èç îòíîøåíèÿ
v2(∞)

v2(0)
íàéä¼ì ýñöåíòðèñèòåò

v2(∞)

v2(0)
=

2

3
=
e2 − 1

e2
⇒ e =

√
3.

Òîãäà äëÿ v0 ïîëó÷èì

v0 =

√
Gm(1 +

√
3)

R
.

(c) Îïðåäåëèì ó.å.1.

v2(0) = 6ó.å.1 = R0e =⇒ ó.å.1 =

√
Gm(

√
3− 1)

24
.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ó.å.2 ïðîâåä¼ì êàñàòåëüíóþ ê ãðàôèêó â òî÷êå ñ êîîäèíàòîé y = 0

dv2(0)

dy
= −(5± 1)

ó.å.1

ó.å.2

.

Ïðåäñòàâèì ïðîèçâîäíóþ â ñëåäóþùåì âèäå

dv2
dy

=
dv2
dt

dt

dy
=
a2
v1
.

Â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå
v1 = R0.

Èç óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëû

r =
p

1 + e cosϕ
.

ïîëó÷èì:

r
(π

2

)
= p = R(1 + e).

Òîãäà

a2 = − Gm

R2(1 + e)2
.

Äëÿ ïðîèçâîäíîé èìååì:

dv2
dy

= − v0
R(1 + e)2

= −

√
GM

R3(1 + e)3
.

îòêóäà:
ó.å.2 = (4, 0± 0, 8)R.

È øàðèê âåðòèòñÿ íåïðîñòî. . .
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