
Êèíåìàòèêà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè I

Æóê Âàëüäåìàð äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ v ïî ïîâåðõíîñòè ñòî-
ÿùåãî íåïîäâèæíî íåáîëüøîãî øêîëüíîãî ãëîáóñà ðàäèóñîì R. Âàëüäåìàð íà÷èíàåò
äâèæåíèå íà ýêâàòîðå. Ïî îòíîøåíèþ ê ðàçìåòêå ãëîáóñà åãî ñêîðîñòü âñ¼ âðåìÿ
íàïðàâëåíà íà ñåâåðî-âîñòîê. Ãëîáóñ íå âðàùàåòñÿ.

(a) ×åðåç êàêîå âðåìÿ æóê îêàæåòñÿ íà øèðîòå, ðàâíîé θ?

(b) Íà êàêîé óãîë φ ïîâîðà÷èâàåòñÿ ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ Âàëüäåìàðà ñ ëèíèåé
ïîëþñîâ, êîãäà òàðàêàí äîñòèãàåò øèðîòû θ?

(c) Êàêîâî ïî ìîäóëþ óñêîðåíèå a æóêà â òîò ìîìåíò, êîãäà îí íàñòóïàåò íà êðó-
æî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëîæåíèþ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà (θ = 60◦ ñåâåðíîé øè-
ðîòû)?

(d) Íàéäèòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè æóêà è åå äëèíó, êîãäà îí äîñòèãíåò ïîëþñà.

(e) Ñêîëüêî îáîðîòîâ ñäåëàë æóê íà ñâîåì ïóòè ê ïîëþñó?

(f) Ñêîëüêî âðåìåíè ó íåãî çàíÿëî äâèæåíèå îò íà÷àëüíîé òî÷êè äî ïîëþñà?

Êèíåìàòèêà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè II

Íà çàêàòå çàÿö çàìåòèë ëèñó â ïîëå è ñòàë óáåãàòü îò íå¼ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
v, à ëèñà áûëà ïîäñëåïîâàòàÿ è ñòàëà äîãîíÿòü íå çàéöà, à êîíåö åãî òåíè ñ òîé
æå ñêîðîñòüþ v. Âíà÷àëå ëèñà, çàÿö è êîíåö åãî òåíè îáðàçóþò ðàâíîñòîðîííèé
òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé L. Ñ÷èòàéòå, ÷òî âðåìÿ äâèæåíèÿ íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî,
÷òîáû Ñîëíöå îïóñòèëîñü è óäëèíèëî òåíü. Ñ÷èòàéöà çàéöà è ëèñó ìàòåðèàëüíûìè
òî÷êàìè.

(a) Íàéäèòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ëèñû â ñèñòåìå îòñ÷¼òà çàéöà. ×åìó ðàâíî óñòà-
íîâèâøååñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè?

(b) Â íåêîòîðûé ìîìåíò ëèñà, çàÿö è êîíåö åãî òåíè îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê. ×åìó ðàâíî óñêîðåíèå ëèñû â ýòîò ìîìåíò?

Êèíåìàòèêà òâ¼ðäîãî òåëà

1. Ñòóïåí÷àòîå êîëåñî 1, èìåþùåå ðàäèóñû r è 2r, êà-
òèòñÿ ïî íàïðàâëÿþùåé DE áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ, òàê
÷òî åãî öåíòð äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ vC . Â
òî÷êå A ê êîëåñó øàðíèðíî ïðèêðåïë¼í ñòåðæåíü 2 äëè-
íû 3r, êîíåö B êîòîðîãî ñêîëüçèò âäîëü DE. Íàéäèòå
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óãëîâóþ ñêîðîñòü ñòåðæíÿ 2 â ìîìåíò, êîãäà òî÷êà A
îêàæåòñÿ â âåðõíåì ïîëîæåíèè.

2. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ABC äâèæåòñÿ â ñâîåé
ïëîñêîñòè. Òî÷êè A è B èìåþò îäèíàêîâûå ïî âåëè÷èíå
óñêîðåíèÿ. Èõ âåêòîðû ñîñòàâëÿþò óãëû α è β ñ íàïðàâ-
ëåíèåì ïðÿìîé AB (α è β íåèçâåñòíû) è α − β = φ.
Íàéäèòå îòíîøåíèå óñêîðåíèé òî÷åê C è A.

Äèíàìèêà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

L 2L

w

1. ¾Íàïðàâëÿþùàÿ¿ òðóáêà ïðèíóäèòåëüíî âðàùàåò-
ñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ â ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
îäèí èç å¼ êîíöîâ (ñì. ðèñ.). Âíóòðè òðóáêè, íà ðàññòî-
ÿíèè, ðàâíîì L/2 îò îñè âðàùåíèÿ, íàõîäèòñÿ øàðèê.
Â íåêîòîðûé ìîìåíò íèòü, óäåðæèâàþùàÿ øàðèê, îá-
ðûâàåòñÿ, è øàðèê íà÷èíàåò äâèæåíèå ïî òðóáêå. ×å-
ðåç âðåìÿ t îí âûëåòàåò èç íå¼. Êàê èçìåíèòñÿ âðåìÿ âûëåòà øàðèêà, åñëè äëèíó
òðóáêè L óâåëè÷èòü â 2 ðàçà è øàðèê îïÿòü æå ïîìåñòèòü â å¼ ñåðåäèíó?

2. Ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè çàæàòà
øàéáà òàê, ÷òî å¼ âåñîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ñèëàìè íîðìàëüíûõ ðåàêöèé ñî ñòîðîíû ïëîñêî-
ñòåé. Êîýôôèöèåíòû òðåíèÿ ìåæäó øàéáîé è ïëîñêî-
ñòÿìè îäèíàêîâû. Âåðõíÿÿ ïëîñêîñòü äâèæåòñÿ ñ ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v, à íèæíÿÿ ïîêîèòñÿ. Øàéáå ñî-
îáùàþò ñêîðîñòü u, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ v. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè óãîë ìåæäó
âåêòîðîì ñêîðîñòè øàéáû è âåêòîðîì ñêîðîñòè âåðõíåé ïëîñêîñòè ðàâåí φ. Íàéäèòå
ìîäóëü ñêîðîñòè øàéáû.
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Ìîìåíò èìïóëüñà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Äâèæåíèå â

öåíòðàëüíîì ïîëå ñèë

1. Òðè øàðèêà ìàññàìè m, 2m è 3m çàêðåïëåíû íà íåâå-
ñîìûõ ñòåðæíÿõ. Ñòåðæíè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó L
è øàðíèðíî ñîåäèíåíû äðóã ñ äðóãîì. Èçíà÷àëüíî óã-
ëû ìåæäó ñòåðæíÿìè ðàâíû 120◦, à ñèñòåìà áûëà íåïî-
äâèæíà. Ñòåðæíè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Òî÷êå ìàñ-
ñîé 3m ìãíîâåííî ñîîáùèëè ñêîðîñòü v0, ïåðïåíäèêóëÿð-
íî ñòåðæíþ è ëåæàùóþ â ïëîñêîñòè ñòåðæíåé. Ñèëû òÿ-
æåñòè íåò. Íàéäèòå óñêîðåíèå øàðèêîâ.

2. Äâà àâòîíîìíûõ çîíäà äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã
äðóãó ñ âûêëþ÷åííûìè äâèãàòåëÿìè â ãëóáîêîì êîñìî-
ñå âäàëè îò äðóãèõ òåë êóðñàìè, ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïîä
ïðÿìûì óãëîì. Ìàññà ïåðâîãî çîíäà ðàâíà m1 = m, à
åãî ñêîðîñòü v1 = v. Ìàññà âòîðîãî çîíäà m2 = 4m, à
ñêîðîñòü v2 = v/3. Â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó çîíäàìè ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì L, à ðàññòîÿíèå
îò ïåðâîãî çîíäà äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé �
x, íà îáîèõ çîíäàõ âêëþ÷àþòñÿ äâèãàòåëè ñ ïîñòîÿí-
íîé ïî ìîäóëþ ñèëîé òÿãè F , ïðè ýòîì âåêòîð ñèëû òÿ-
ãè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè íàïðàâëåí ïðîòèâîïîëîæ-
íî íàïðàâëåíèþ íà äðóãîé çîíä. Ðèñóíîê ïðèâåä¼í äëÿ
ìîìåíòà âêëþ÷åíèÿ äâèãàòåëåé. Äâèãàòåëè âûêëþ÷àþòñÿ, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó çîíäàìè ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 2L. Ðàçìåðû çîíäîâ ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ L, à èõ
ãðàâèòàöèîííûì âçàèìîäåéñòâèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

(a) Ïðè êàêîì çíà÷åíèè x = xêð ïðîèçîøëî áû ñòîëêíîâåíèå çîíäîâ, åñëè áû äâè-
ãàòåëè íà íèõ íå âêëþ÷àëèñü?

(b) Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñèëû òÿãè Fmin ïðè êîòîðîì çîíäû íå ñòîëê-
íóòñÿ, åñëè x = xêð.

(c) Ïóñòü âåëè÷èíû ñèë òÿãè äâèãàòåëåé ðàâíû F = Fmin + dF (dF ≪ Fmin), à
x = xêð. Íàéäèòå âåêòîð êîíå÷íîé ñêîðîñòè ïåðâîãî çîíäà â âèäå αv⃗1 + βv⃗2.

(d) Ïóñòü ñèëà òÿãè äâèãàòåëåé ðàâíà F , à x = x1 (x1 > xêð. Íàéäèòå ìîäóëü
êîíå÷íîé ñêîðîñòè ïåðâîãî çîíäà îòíîñèòåëüíî âòîðîãî.

3. ×åðåç îòâåðñòèå â ãëàäêîì ñòîëå ïðîïóùåíà íåâåñî-
ìàÿ íèòü, ê êîíöàì êîòîðîé ïðèêðåïëåíû ìàññû m1 è m2.
Ìàññà m2 ëåæèò íà ðàññòîÿíèè r0 îò îòâåðñòèÿ (ñì. ðèñ.).
Åé ñîîáùàþò èìïóëüñ P ïåðïåíäèêóëÿðíî íèòè. Íàéäèòå
ìàêñèìàëüíîå óäëèíåíèå ìàññû m2 îò îòâåðñòèÿ.

4. Â ïîëå íåïîäâèæíîãî çàðÿäà Q ðàññåèâàþòñÿ ÷àñòèöû ìàññû m è çàðÿäà q òîãî
æå çíàêà. Èçíà÷àëüíî ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ íà áåñêîíå÷íîì óäàëåíèè äðóã îò äðóãà,
à âåêòîð ñêîðîñòè ðàññåèâàåìîé ÷àñòèöû ðàâåí v⃗ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿ ïðèöåëüíîãî
ïàðàìåòðà. Íàéäèòå îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, íåäîñòèæèìóþ äëÿ ðàññåèâàåìîé ÷àñòè-
öû.
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Ìîìåíò èíåðöèè. Äèíàìèêà òâ¼ðäîãî òåëà ïðè íàëè-

÷èè íåïîäâèæíîé îñè

(a) Ðàññìîòðèì êâàäðàò ñî ñòîðîíîé l. Óäàëèì ¾öåíòðàëü-
íûé¿ êâàäðàò ïëîùàäè â 9 ðàç ìåíüøå ïëîùàäè âñåãî êâàä-
ðàòà. Çàòåì óäàëèì ¾öåíòðàëüíûå¿ ÷àñòè èç ïîëó÷èâøèõñÿ 8
êâàäðàòîâ (ñì. ðèñ.). Çàòåì ïðîäåëàåì òàêóþ îïåðàöèþ åù¼
ðàç è åù¼ ðàç, è òàê äî áåñêîíå÷íîñòè. Ïóñòü êîíå÷íàÿ ìàññà
ôèãóðû ðàâíà m. Îïðåäåëèòå ìîìåíò èíåðöèè ñèñòåìû îòíî-
ñèòåëüíî îñè ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð èçíà÷àëüíîãî êâàäðàòà
è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè ðèñóíêà.

(b) Ðàññìîòðèì ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé l.
Óäàëèì ¾öåíòðàëüíûé¿ òðåóãîëüíèê ïëîùàäè â 4 ðàçà ìåíü-
øåé ïëîùàäè âñåãî òðåóãîëüíèêà. Çàòåì óäàëèì ¾öåíòðàëü-
íûå¿ ÷àñòè èç ïîëó÷èâøèõñÿ 3 òðåóãîëüíèêîâ (ñì. ðèñ.). Çà-
òåì ïðîäåëàåì òàêóþ îïåðàöèþ åù¼ ðàç è åù¼ ðàç, è òàê äî
áåñêîíå÷íîñòè. Ïóñòü êîíå÷íàÿ ìàññà ôèãóðû ðàâíàm. Îïðå-
äåëèòå ìîìåíò èíåðöèè ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îñè ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç öåíòð èçíà÷àëüíîãî òðåóãîëüíèêà è ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé ïëîñêîñòè ðèñóíêà.

Äâèæåíèå òåëà â îáùåì ñëó÷àå

Øàð ìàññîém êàòèòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî ãîðè-
çîíòàëüíîé øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè ñî ñêîðîñòüþ
v0 = 10 ñì/ñ è äîãîíÿåò øàð ìàññîé M , êàòÿùèéñÿ
ñî ñêîðîñòüþ u0 = 2 ñì/ñ â òîì æå íàïðàâëåíèè. Ðà-
äèóñû øàðîâ îäèíàêîâû. Óäàð öåíòðàëüíûé è óïðó-
ãèé, òðåíèåì ìåæäó øàðàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïðè
êàêîì îòíîøåíèè ìàññ x = M/m øàðm ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïîñëå óäàðà îêàæåòñÿ
â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ?

Ñòàòèêà

Êîíöû ïðóæèíû ñëèíêè ñ êîýôôèöèåíòîì æ¼ñòêî-
ñòè k è ìàññû m, ñîáñòâåííàÿ äëèíà êîòîðîé ïðå-
íåáðåæèìî ìàëà, çàêðåïëåíû íà îäíîé âûñîòå. Â
òî÷êå êðåïëåíèÿ êàñàòåëüíàÿ ê ïðóæèíå ñîñòàâëÿåò
óãîë 45◦ ñ âåðòèêàëüþ. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ g. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå d ìåæäó êîíöàìè ïðóæè-
íû.
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